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Vvedenie

0.1. Obwa� harakteristika raboty

Aktual~nost~ temy. Integraly Mellina-Barnsa i sv�zannye s ni-

mi G-funkci� Me�era i H-funkci� Foksa, izuqenie kotoryh naqalos~ v

30-h godah naxego stoleti�, v nasto�wee vrem� nahod�t vse bol~xe pri-

meneni� v teorii integral~nyh uravneni� i integral~nyh operatorov, v

teorii special~nyh funkci�, v statistike, v teoretiqesko� mehanike i

mnogih drugih oblast�h matematiki.

Vpervye sistematiqeskoe izlo�enie teorii H-funkcii bylo privede-

no v [99]. Shodimost~ integrala Mellina-Barnsa, ego razryvy i anali-

tiqeskie prodol�eni�, a tak�e integraly ot �to� funkcii byli izuqeny

v [91]. Qastnye sluqai H-funkcii Foksa voznika�t v rabotah po funk-

cional~nym uravneni�m s drob�mi �-funkci� [66], [67], [68] i [81]. Asim-

ptotiqeskie svo�stva funkcii H(z) (kak budet vidno v glave 1, oprede-

lenie abstraktnogo integrala Mellina-Barnsa sovpadaet s opredeleniem

H-funkcii Foksa, razn�ts� lix~ ograniqeni� na parametry, prin�tye v

otdel~nyh rabotah), analitiqeskie prodol�eni� ee v obwem sluqae i raz-

liqnyh ee qastnyh sluqaev - special~nyh funkci� - byli izuqeny tak�e

v [62] - [64] (sm. tak�e ispravlenie v [131]), [69], [70] [97], - [99], [107], [108],

[128], [129], [121], [126], [148], [151], - [153], [154]-[159]. Osobenno otmetim

cikl state� Me�era (C.S. Meijer) [126], v kotoryh, sobstvenno, byla vve-

na G-funkci�, poluqeny osnovnye ee predstavleni� i izuqeny osnovnye

svo�stva. Raboty po H-funkcii Foksa i integralam Mellina-Barnsa po-

�vilis~ poz�e i vo mnogom opiralis~ na stat~i Me�era. Otmetim tak�e

qasto citiruemye v danno� rabote monografi� [42] i spravoqnik [48], v

kotorom, nesmotr� na s�aty� stil~ spravoqnogo izdani�, privedeno nai-

bolee toqnoe, udobnoe i dovol~no polnoe, na vzgl�d avtora, izlo�enie

opredeleni� i osnovnyh svo�stv H-funkcii Foksa.

Iz nedavnih rabot, ispol~zovavxih apparat integralov Mellina-Barnsa,

otmetim [11], [35] - [39], a tak�e [132] i [133], v kotoryh izuqalis~ prime-

4



neni� integralov Mellina-Barnsa k poluqeni� �ksponencial~nyh qlenov

asimptotiqeskih razlo�eni� razliqnyh special~nyh funkci�.

Teori� funkci� gipergeometriqeskogo tipa tesno sv�zana s teorie�

preobrazovani� Mellina. Samo opredelenie G- i H-funkci� est~ ne qto

inoe kak obratnoe preobrazovanie Mellina ot drobi s proizvol~nym ko-

liqestvom �-funkci� v ee qislitele i znamenatele. A obrazy Mellina

mnogih special~nyh funkci� vyra�a�ts� qerez takie drobi. Na �tom, v

qastnosti, osnovana monografi� O.I. Mariqeva [42]. V ne� opisan algo-

ritm rasqeta integralov ot special~nyh funkci�, predstavimyh v vide

svertki Mellina. Otmetim tak�e, qto ewe bolee xiroki� klass inte-

gralov mo�et byt~ vyqislen primeneniem kratnogo preobrazovani� Mel-

lina, qto tak�e upom�nuto v [42]. Stoit tak�e otmetit~ rabotu L.D�.

Sle�ter (Luce Joan Slater) [143], teorema kotoro�, utoqnenna� i dopolnen-

na�, i legla v osnovu raboty O.I. Mariqeva i mnogih drugih avtorov.

Cel~� danno� raboty �vl�ets� izuqenie klassa funkci� giper-

geometriqeskogo tipa odno� i neskol~kih peremennyh, ih prilo�eni� v

analize, teorii special~nyh funkci�, teorii integral~nyh operatorov

preobrazovani�, teoretiqesko� mehanike.

Metodika issledovani�. V dissertacii ispol~zu�ts� metody kom-

pleksnogo analiza, v qastnosti teori� vyqetov, operacionnogo isqisle-

ni�, teorii integral~nyh operatorov i operatorov preobrazovani�, me-

tody teorii special~nyh funkci� i teorii asimptotiqeskih ocenok.

Nauqna� novizna. Osnovnye rezul~taty, poluqennye v rabote, so-

sto�t v sledu�wem:

1. Issledovano razlo�enie v r�d G-funkcii Me�era pri proizvol~nom

soqetanii parametrov. Poluqen algoritm vyvoda takogo razlo�eni�

dl� naibolee obwego sluqa�, dl� neskol~kih sluqaev s ograniqeni�-

mi na znaqeni� parametrov poluqeny �vnye formuly.

2. V kaqestve prilo�eni� integralov Mellina-Barnsa k zadaqam te-

orii uprugosti poluqeno vyra�enie integrala, vstreqa�wegos� v

zadaqah mehaniki tverdogo tela, v vide integrala Mellina-Barnsa,

qerez G-funkci� Me�era i H-funkci� Foksa. Issledovany asim-

ptotiqeskie svo�stva �togo integrala pri udalenii ot toqki pri-

lo�enii sily.

3. Issledovan klass operatorov preobrazovani� (OP) Vekua-�rde�i-

Laundesa, razliqnye kompozicii kotoryh vyra�a�ts� v vide in-

tegral~nyh operatorov s razliqnymi special~nymi funkci�mi gi-

pergeometriqeskogo tipa v �drah. Poluqen r�d novyh operatorov
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togo �e tipa. Dokazano polugruppovoe svo�stvo. Ustanovleno vza-

imnoodnoznaqnoe sootvetstvie me�du issleduemym klassom OP i

klassom OP s bazovym operatorom x
2
B�, gde B� - differencial~-

ny� operator Bessel�, iz qego sleduet predstavimost~ �togo vtorogo

klassa operatorov qerez odin tako� operator I i seme�stvo operato-

rov, kommutiru�wih s operatorom dvuhkratnogo differencirova-

ni� D2.

4. Poluqeny formuly kompozici� operatorov Buxmana-�rde�i, koto-

rye tak�e vyra�a�ts� v vide integral~nyh operatorov sG-funkcie�

Me�era v �dre.

Praktiqeska� i teoretiqeska� znaqimost~. Issledovani�, iz-

lo�ennye v dissertacii, provodilis~ v sootvetstvii s utver�dennymi

planami Rossi�sko� Akademii nauk.

Vse rezul~taty dissertacii �vl��ts� novymi.

Rezul~taty, poluqennye v rabote, mogut byt~ ispol~zovany pri izu-

qenii xirokogo klassa integral~nyh uravneni�; v teorii special~nyh

funkci� pri poluqenii razlo�eni� v r�d i predstavleni� v vide kon-

turnyh integralov v kompleksno� oblasti, iz kotoryh sledu�t asimpto-

tiqeskie svo�stva; pri rasqete zadaq teoretiqesko� mehaniki; v teorii

integral~nyh i differencial~nyh operatorov.

Aprobaci� raboty. Rezul~taty danno� raboty dokladyvalis~ na

seminare po funkcional~nomu analizu i teorii funkci� v Dal~nevostoq-

nom gosudarstvennom universitete (1997), na XXII dal~nevostoqno� ma-

tematiqesko� xkole-seminare im. ak. E.V. Zolotova (1997), qastiqno na

me�dunarodnyh konferenci�h v Samare (1992), v Habarovske (1993) i na

48 Britanskom matematiqeskom kollokviume (Manqester, 1996).

Publikacii. Osnovnye rezul~taty dissertacii opublikovany v 5

rabotah.

Ob�em i struktura dissertacii. Dissertaci� izlo�ena na 117

stranicah maxinopisnogo teksta i sostoit iz vvedeni�, treh glav, spiska

literatury iz 161 naimenovani� i prilo�eni�.

0.2. Soder�anie raboty

Rabota posv�wena izuqeni� klassa funkci� gipergeometriqeskogo ti-

pa (obobwenny� gipergeometriqeski� r�d odno� i neskol~kih peremen-

nyh, G-funkci� Me�era i H-funkci� Foksa), tesno sv�zannyh s nimi
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integralov Mellina-Barnsa i ih prilo�eni�m v matematike i teoreti-

qesko� mehanike. Proste�xi� predstavitel~ dannogo klassa special~nyh

funkci� - gipergeometriqeski� r�d Gaussa - izvesten s proxlogo veka. On

vvodits� po formule

F (a1; a2; b; z) =
1X
k=0

(a1)k(a2)k

(b1)k

z
k

k!
; b1 6= 0;�1;�2; : : : ; (0.1)

gde

(a)0 = 1; (a)n = a(a+ 1) : : : (a+ n� 1) =
�(a+ n)

�(a)
; n = 1; 2; 3; : : :�

simvol Pohgammera. �tot r�d �vl�ets� rexeniem gipergeometriqeskogo

differencial~nogo uravneni� vtorogo por�dka

z(1� z)
d
2
u

dz2
+ [b1 � (a1 + a2 + 1)]

du

dz
� a1a2u = 0

pri b1 6= 0;�1;�2; : : :, regul�rnym v toqke z = 0. Svo�stva �to� funkcii

horoxo izuqeny. V qastnosti, �tot r�d absol�tno shodits� pri jzj < 1.

Izvestny tak�e uslovi� shodimosti �togo r�da na granice kruga. Podrob-

noe izlo�enie svo�stv gipergeometriqesko� funkcii mo�et byt~ na�deno,

naprimer, v klassiqeskom trude [5]. Sredi proste�xih svo�stv �to� funk-

cii otmetim ee simmetriqnost~ po parametram a1 i a2 i analitiqnost~

vnutri kruga shodimosti.

Obobwenny� gipergeometriqeski� r�d, �vl��wi�s� obobweniem r�da

Gaussa dl� proizvol~nogo qisla parametrov pFq (opredelenie ego prive-

deno v glave 1 danno� raboty), byl vveden Klauzenom (Clausen, [82]) dl�

sluqa� p = 3; q = 2. Samo �e oboznaqenie pFq vvedeno Pohgammerom i

modificirovano Barnsom. Issledovani� �to� funkcii (v tom qisle v vi-

de rexeni� differencial~nogo uravneni�) byli provedeny v [63], [134] -

[139] i vo mnogih drugih rabotah. Dostatoqno polnoe izlo�enie svo�stv

�to� funkcii s privedeniem differencial~nyh uravneni�, integral~-

nyh vyra�eni�, rekurrentnyh sootnoxeni� i asimptotiqeskih svo�stv

mo�no na�ti v [5].

Kak netrudno videt~ neposredstvenno iz opredeleni� obobwenno� gi-

pergeometriqesko� funkcii, pri p > q + 1 r�d rashodits� vs�du kro-

me nul�. Dl� pridani� smysla �tomu simvolu byla vvedena E-funkci�

Mak-Roberta v vide summy obobwennyh gipergeometriqeskih r�dov: pri

p � q + 1 polagaem

E(p;�r : q; �s : x) � E((�p); (�q);x) =

=
�(�1) : : :�(�p)

�(�1) : : :�(�q)
pFq

�
�1; : : : ; �p; �1; : : : ; �q;�1

x

�
;
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gde x 6= 0, esli p < q, i jxj > 1, esli p = q + 1. Pri p � q + 1 polagaem

E(p;�r : q; �s : x) =
pX

r=1

pQ
s=1

0
�(�s � �r)

qQ
t=1

�(�t � �r)
�(�r)x

�r�

�q+1Fp�1

2
4 �r; �r � �1 + 1; : : : ; �r � �q + 1;

�r � �1 + 1; : : : ; �; : : : ; �r � �p + 1; (�1)p+qx

3
5 ;

gde jxj < 1, esli p = q + 1. Xtrih u proizvedeni� oznaqaet, qto opus-

kaets� mno�itel~ �(�r � �r), zvezdoqka v F oznaqaet, qto opuskaets� pa-

rametr �r � �r + 1; pustoe proizvedenie interpretiruets� kak edinica.

Oqevidno, v �tih formulah neobhodimo potrebovat~, qtoby argumenty

vseh �-funkci� (v tom qisle �-funkci� iz opredeleni� obobwenno� gi-

pergeometriqesko� funkcii) iz qislitele� drobe� ne prinimali celyh

nepolo�itel~nyh znaqeni�. V danno� rabote E-funkci� ne rassmatriva-

ets� otdel~no, t.k. ona �vl�ets� qastnym sluqaem gorazdo bolee obwe�

G-funkcii Me�era:

E(p;�r : q; �s : x) = G
p;1
q+1;p

0
@x 1; �1; : : : ; �q

�1 : : : �p

1
A :

Pervonaqal~no [124] G-funkci� Me�era byla vvedena sposobom, ana-

logiqnym E-funkcii (sm. tak�e glavu 1), odnako vposledstvie, v bolee

pozdnih rabotah togo �e avtora, �to opredelenie bylo zameneno bolee ob-

wim - qerez konturny� integral Mellina-Barnsa.

Drugim va�nym obobweniem gipergeometriqeskogo r�da �vl�ets� H-

funkci� Foksa. Ee opredelenie, tak�e v vide integrala Mellina-Barnsa,

vkl�qaet v seb� ne p + q svobodnyh parametrov, kak v sluqae G-funkcii

Me�era, a 2p+2q. Odnako dl� mnogih va�nyh qastnyh sluqaev H-funkci�

mo�et byt~ svedena k G-funkcii. Podrobnee sm. glavu 1 i u�e citiro-

vannu� monografi� [48].

Pod integralami Mellina-Barnsa my ponimaem integraly vdol~ kon-

tura C v kompleksno� oblasti vida

H(z) =
1

2�i

Z
C

h(s)z�sds; z 6= 0; (0.2)

h(s) =

nQ
j=1

�(1 � aj � �js)
mQ
j=1

�(bj + �js)

qQ
j=m+1

�(1� bj � �js)
pQ

j=n+1
�(aj + �js)

;
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gde p; q; m; n - celye: 0 � n � p; 1 � m � q; �j > 0 (j = 1; : : : ; p); �i >

0 (i = 1; : : : ; q) i aj (j = 1; : : : ; p); bi (i = 1; : : : ; q) - kompleksnye qisla,

takie qto

�j(bi + k) 6= �i(aj � 1� l); k; l = 0; 1; : : : ;

i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n:

C - beskoneqny� kontur, razdel��wi� pol�sa gamma-funkci� �(1 � aj �
�js) i �(bj + �js). Podrobnee uslovi� shodimosti integrala Mellina-

Barnsa privedeny, naprimer v [48], sm. tak�e glavu 1. Otmetim, qto

G-funkci� Me�era �vl�ets� qastnym sluqaem H-funkcii Foksa pri �j =

�i = 1; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n.

Netrudno videt~, qto integral (0.2) �vl�ets� obratnym preobrazova-

niem Mellina funkcii h(s). V svo� oqered~, kak u�e bylo otmeqeno

vyxe, obrazy Mellina mnogih special~nyh funkci� vyra�a�ts� v vide

drobe� Gamma-funkci� i �vl��ts� qastnymi sluqa�mi h(s). Dalee, mno-

gie integraly ot special~nyh funkci�, vstreqa�wies� v prilo�eni�h,

mogut byt~ predstavleny v vide svertki Mellina:

1Z
0

K1

�
x

t

�
K2(t)

dt

t
= K(x); x > 0: (0.3)

Togda, po teoreme o svertke Mellina, obraz Mellina integrala (0.3) ra-

ven

M [K](s) =M [K1](s)M [K2](s): (0.4)

Teper~, primeneniem obratnogo preobrazovani� Mellina, �tot integral

mo�et byt~ vyra�en qerez konturny� integral, opredelennym obrazom

ogiba�wi� pol�sa obraza Mellina pervonaqal~nogo integrala. Okonqa-

tel~no, integral (0.3) vyra�aets� v vide summy vyqetov podyntegral~-

nogo vyra�eni� iz obratnogo preobrazovani� Mellina proizvedeni� (0.4).

V upom�nuto� vyxe rabote O.I.Mariqeva privedena tak�e obxirna� ta-

blica obrazov Mellina �lementarnyh i special~nyh funkci�. Odnako v

[42] dl� vyra�eni� summ vyqetov byli vvedeny special~nye funkcii

�A i �B, qego mo�no bylo izbe�at~, ispol~zu� standartnye oboznaqeni�

dl� funkci� Me�era i Foksa. Sama �e ide� vyqisleni� integralov vida

(0.3) qrezvyqa�no plodotvorna, s ee pomow~� mo�et byt~ vyqislen oqen~

xiroki� klass integralov ot special~nyh funkci�.

V danno� rabote preobrazovanie Mellina ispol~zuets� vo vtoro� i

tret~e� glavah. Vo vtoro� glave pri vyqislenii opredelennogo integrala

i v tret~e� pri vyvode formul kompozici� integral~nyh operatorov.
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Perva� glava nasto�we� raboty posv�wena izuqeni� svo�stvG-funkcii

Me�era, i v qastnosti poluqeni� formul razlo�eni� ee v okrestnosti nu-

l� v r�d, kotory�, odnako, ne �vl�ets� v obwem sluqae stepennym r�dom.

Izvestno, qto pri nekotoryh soqetani�h parametrov G-funkci� imeet

logarifmiqesku� osobennost~ v nule i, sledovatel~no, ne mo�et byt~

predstavlena v vide r�da po stepen�m z. Ranee u�e byli poluqeny lo-

garifmiqeskie razlo�eni� dl� nekotoryh qastnyh sluqaev (napr. [42]),

privedeny obwie rekomendacii po poluqeni� takih razlo�eni�. Kro-

me togo, v rabotah [122] i [123] privedeny \formuly razlo�eni� G- i

H-funkci� v r�d pri proizvol~nom soqetanii parametrov", odnako, �ti

formuly ne prigodny dl� vyqisleni� - oni soder�at libo faktiqeskie

oxibki, libo tipografskie opeqatki. Takim obrazom, edinstvenno� do-

stoverno� formulo� razlo�eni� G-funkcii v r�d sleduet sqitat~ xiroko

izvestnu� klassiqesku� formulu, privedennu�, naprimer, v [5], kotora�

neprimenima vo mnogih sluqa�h soqetani� parametrov. V danno� rabote

razrabotan algoritm poluqeni� takih razlo�eni� pri proizvol~nyh so-

qetani�h parametrov G-funkcii. �vnye formuly razlo�eni� poluqeny

dl� sluqaev, kogda qislitel~ podyntegral~no� funkcii v opredelenii G-

funkcii imeet pol�sa por�dka ne vyxe 2. Poluqenie �vno� formuly dl�

sluqaev pol�sov proizvol~nogo por�dka predstavl�ets� avtoru zadaqe�

trudoemko� i v celi nasto�we� raboty ne vhodit. Odnako poluqenie da-

�e odnogo tol~ko algoritma predstavl�et dostatoqno bol~xu� cennost~,

t.k. razbor vozmo�noste� raspolo�eni� pol�sov podyntegral~no� funk-

cii dovol~no slo�en i da�e v monografii [5] pri privedenii formuly

razlo�eni� dopuwena netoqnost~ pri ukazanii dopustimyh znaqeni� pa-

rametrov.

Osnovnym rezul~tatom pervo� glavy mo�no sqitat~ algoritm polu-

qeni� razlo�eni� G-funkci� v r�d pri proizvol~nom soqetanii parame-

trov. Pri �tom simvoliqeski razlo�enie mo�et byt~ vyra�eno formu-

lo�

G
m;n

p;q
(z) =

fX
h=1

�lhX
�=1

X
up2Pl

h
;�

res
u=up

G(u);

gde f - koliqestvo nepereseka�wihs� cepoqek pol�sov podyntegral~no�

funkcii G iz opredeleni� G-funkcii (analogiqno� funkcii h(s) iz opre-
deleni� (0.2) H-funkcii), �lh - koliqestvo grupp pol�sov odnogo \tipa"

(formal~noe opredelenie tipa pol�sa sm. v pervo� glave, korotko, dva

pol�sa prinadle�at k odnomu tipu, esli vyqety danno� funkcii v nih

vyqisl��ts� po odno� i to� �e formule) v cepoqke s nomerom h, Plh;� -

mno�estvo pol�sov v danno� gruppe (s nomerom �) danno� cepoqki.
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Krome togo, v pervo� glave dany �vnye formuly dl� vyqetov G v

pol�sah 4 naibolee \prostyh" tipov.

Glavy vtora� i tret~� rassmatriva�t razliqnye prilo�eni� speci-

al~nyh funkci� gipergeometriqeskogo tipa. Vo vtoro� glave rassmotre-

na zadaqa mehaniki sploxnyh sred o nagru�enii sosredotoqenno� silo�

beskoneqno� plastiny, poko�we�s� na uprugom poluprostranstve. V �tom

sluqae progib i reaktivnoe davlenie, �vl��wies� funkci�mi radial~no�

peremenno�, vyra�a�ts� qerez integral s funkcie� Bessel�:

!
�

s
(x) =

1Z
0

y
s

1 + y3
J�(xy)dy: (0.5)

Zdes~ J�(z) - funkci� Bessel� pervogo tipa. �tot integral otsutstvuet

v spravoqnikah. On vyqisl�ets� primeneniem pr�mogo i obratnogo pre-

obrazovani� Mellina. Vyra�enie integrala qerez G-funkci� Me�era

ne predstavl�et truda. Odnako poluqenie predstavleni�, prigodnogo dl�

qislennyh rasqetov, gorazdo slo�nee. Danny� integral soder�it dva

proizvol~nyh parametra � i s, i formula razlo�eni� v r�d suwestven-

no zavisit ot konkretnyh znaqeni� �tih parametrov. Srazu ogovorims�.

Oqevidnym obobweniem �togo integrala �vl�ets� zamena znamenatel� po-

dyntegral~nogo vyra�eni� 1 + y
3 na bolee obwi� mnogoqlen, naprimer,

na 1 + y
a. V �tom sluqae poluqenie predstavleni� integrala qerez H-

funkci� Foksa tak�e ne predstavl�et truda:

1Z
0

y
s

1 + ya
J�(xy)dy =

1

2a
H

2;1
1;3

2
4x
2

�
2
a
� s

a
;
1
a

�
�
2
a
� s

a
;
1
a

�
;

�
�

2
;
1
2

�
;

�
��

2
;
1
2

�
3
5 :

�ta funkci� v sluqae, kogda pol�sa �-funkci� iz predstavleni�H-funkcii

v vide konturnogo integrala ne sovpada�t, mo�et byt~ razlo�ena v r�d

po formule, privedenno�, naprimer, v [48]. Odnako, polny� razbor vseh

sluqaev vzaimnogo raspolo�eni� pol�sov ewe bol~xe, qem v sluqae zna-

menatel� 1 + y
3 uslo�n�ets�.

Vernems� k ishodno� zadaqe so znamenatelem 1 + y
3. V �tom sluqae

integral poro�daet vosem~ formul razlo�eni� v r�d, pereqislennyh v

teoreme 2.4 (pri �tom punkt 2 teoremy na samom dele soder�it dva raz-

lo�eni�). Naprimer, reaktivnoe davlenie p v upom�nuto� vyxe zadaqe

teorii uprugosti vyra�aets� qerez funkci� !
0
1(x), dl� kotoro� spraved-

liva

Teorema 0.1. Funkci�


0
1(z) =

2�

3
p
3
0F5

 
1

3
;
1

3
;
2

3
;
2

3
; 1;�

�
z

6

�6!
�
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�z 1F6

2
4 1;

1
2
;
1
2
;
5
6
;
5
6
;
7
6
;
7
6
;
�
�
z

6

�635+

+
�

6
p
3
z
2

0F5

 
2

3
;
2

3
;
4

3
;
4

3
; 1;�

�
z

6

�6!
�

� 1

192
z
4

1X
k=0

 (1 + k) +  

�
4
3
+ k

�
+  

�
5
3
+ k

�
(1)k

�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

�
�
�
z

6

�6�k
k!

+

+
1

64
z
4 ln

z

6
0F5

 
1;
4

3
;
4

3
;
5

3
;
5

3
;�

�
z

6

�6!

�vl�ets� analitiqeskim prodol�eniem v kompleksnu� oblast~ funkcii

!
0
1(x) i pri x > 0 !0

1(x) = 
0
1(x).

(Sm. tak�e teoremu 2.2 v tekste vtoro� glavy.)

Kak u�e bylo otmeqeno, poluqennye formuly razlo�eni� mogut byt~

ispol~zovany dl� provedeni� qislennyh rasqetov. Takie rasqety byli

provedeny dl� r�da par znaqeni� � i s i ih rezul~taty predstavleny v

vide grafikov. R�dy, po kotorym byli proizvedeny vyqisleni� ime�t

obwi� qlen vida
z
k

(k!)5
i, sledovatel~no, oqen~ bystro shod�ts�. Krome

togo, poluqeny asimptotiqeskie formuly pri bol~xih znaqeni�h argu-

menta. Na grafikah dl� udobstva sravneni� privedeny rezul~taty ras-

qetov po formulam razlo�eni� G-funkcii, po kvadraturnym formulam

vyqisleni� nesobstvennyh integralov ot oscilliru�wih funkci� i po

asimptotiqeskim formulam. Horoxo vidno, kak lini�, predstavl��wa�

rezul~tat vyqisleni� po formule r�da, naqina� s nekotorogo znaqeni� ar-

gumenta, horoxo soglasuets� s asimptotiqesko� krivo�, v to vrem�, kak

kvadraturna� formula daet oscilliru�wu� krivu�, luqxe ili hu�e,

v zavisimosti ot konkretnyh znaqeni� parametrov, approksimiru�wu�

toqny� rezul~tat. V neskol~ko sokrawennom vide danna� glava byla opu-

blikovana avtorom v Dal~nevostoqnom matematiqeskom sbornike [37].

Tret~� glava posv�wena prilo�eni� funkci� gipergeometriqeskogo

tipa k teorii integral~nyh operatorov preobrazovani� (OP).

Teori� operatorov preobrazovani� dovol~no polno izlo�ena v mono-

grafi�h [31], [43], [44], [57], [75]-[80], [83], [84], [100]-[102], [113]. Podrobno

izuqeny sledu�wie klassy OP.

Volnovye operatory, kotorye �vl��ts� spleta�wimi i ukladyva�t-

s� v obwu� shemu OP. Teori� volnovyh operatorov izlo�ena, naprimer,

v [4], [14], [49]. OP Sonina-Puassona-Del~sarta (SPD) vvedeny i izuqe-

ny v [15], [16], [18], [30], [88]-[90], [111], [112]. Oni svod�ts� k integral~-

nym operatoram �rde�i-Kobera [50]. Algebry psevdodifferencial~nyh
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operatorov s ispol~zovaniem operatorov SPD izuqeny v [18], [19], [26],

[34], [77]. Ewe odin klass OP - operatory podobi�. Oni va�ny kak v

line�no� algebre [12], tak i v teorii slabyh vozmuweni� samosopr��en-

nyh �lliptiqeskih PDO na okru�nosti [2]. Metod OP �vl�ets� osnovo�

pri izuqenii obratnyh zadaq dl� operatorov Xturma-Liuvill� i Diraka

[29], [32], [33], [43], [44], v teorii rasse�ni� [59], [76]-[79], [85], pri izuqe-

nii uravneni� s qastnymi proizvodnymi v kompleksno� ploskosti (OP

Bergmana-D�ilberta) [3], [10], [83], [84], [100]-[102]. Kak sostavna� qast~

metoda obratno� zadaqi OP ispol~zu�ts� pri rexenii neline�nyh urav-

neni� [1], [32], [45], [79], [80], [109]. Fundamental~nye rezul~taty dl� OP

vysxih por�dkov poluqeny v [40], [57]. Operatory Buxmana-�rde�i, ko-

torym posv�wen posledni� razdel 3 glavy danno� raboty, tak�e �vl��t-

s� OP. Dostatoqno obwi� metod faktorizacii dl� postroeni� izvestnyh

i novyh klassov OP v vide kompozici� vesovyh integral~nyh operatorov

Fur~e, kotory� razvivaet metod spektral~nyh par R. K�rrolla [76]-[78],

razrabotan v [24].

V samom obwem vide OP T vvodits� po formule

TA = BT;

gde A i B - nekotorye operatory. V tret~e� glave danno� raboty ras-

smotren va�ny� klass operatorov preobrazovani� - OP Vekua-�rde�i-

Laundesa. �ti operatory byli vvedeny i izuqeny v rabotah I.N. Vekua,

A. �rde�i i D�.S. Laundesa. Imenno, v rabotah pereqislennyh avtorov

izuqalis~ operatory, osuwestvl��wie preobrazovani� sledu�wego vida:

T A = (A+ �) T;

gde A - odin iz operatorov

A = D
2 =

d
2

dx2
; A = B� = D

2 +
2� + 1

x
D; A = x

2
B�:

V nasto�we� rabote prodol�aets� rassmotrenie teh �e bazovyh opera-

torov A. Pre�de vsego, v s�ato� forme v glave pereqisleny izvestnye

OP V�L s kratkim izlo�eniem ih osnovnyh svo�stv. Sredi rassmotren-

nyh operatory drobnogo integrodifferencirovani� Rimana-Liuvill�,

obobwa�wie ih operatory �rde�i-Kobera, svertoqnye i nesvertoqnye

integral~nye operatory s funkci�mi Bessel� v �drah. Izuqeni� dvuh

iz nih - operatorov

1J� � J�f(x) = f(x)� �

xZ
0

t

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt
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i

1R� � R�f(x) = f(x)� �

1Z
x

t

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t)dt;

a tak�e sv�zannyh s nimi, i posv�wena v osnovnom glava. Pre�de vse-

go, s pomow~� operaci� sopr��eni� i obraweni� na baze dannyh dvuh

operatorov stro�ts� ewe 6 operatorov 2R�; 2J�; : : : ; 4R�; 4J� so sho�imi

svo�stvami. Sledu�wim xagom vvod�ts� ewe 8 operatorov, sv�zannyh

s pervymi vosem~� operacie� differencirovani�. Dl� dvuh ishodnyh

operatorov dokazano spleta�wee svo�stvo:

J� B�f = (B� + �
2)J�f;

R� B�f = (B� � �
2)R�f;

gde B� =
d
2

dx2
+
2� + 1

x

d

dx
- differencial~ny� operator Bessel�. Analo-

giqnye formuly legko mogut byt~ dokazany dl� ostal~nyh des�ti vveden-

nyh operatorov. Predstavl�ets� va�nym rezul~tat (teorema 3.2), usta-

navliva�wi� vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie me�du OP V�L, spleta-

�wimi po formule

T (a; b)(D2 + a) = (D2 + b)T (a; b) (0.6)

i OP, osuwestvl��wimi preobrazovanie vida

I(�; �)(x2B�) = (x2B�)I(�; �): (0.7)

Izvestno, qto OP V�L, de�stvu�wie po formule (0.6), mogut but~ vy-

ra�eny qerez edinstvenny� tako� (obratimy�) operator T0 i seme�stvo

operatorov, kommutiru�wih s operatorom dvuhkratnogo differenciro-

vani� D
2. Takim obrazom, kak sleduet iz �to� teoremy, to �e samoe

spravedlivo i dl� operatorov I, spleta�wih operator x2B� po formule

(0.7).

Dl� teh �e dvuh ishodnyh operatorov dokazano polugruppovoe svo�-

stvo. Ono legko mo�et byt~ rasprostraneno na OP 2R�; 2J�; : : : ; 4R�; 4J�

po privedennym v glave formulam sv�zi.

V.V. Katrahovym v rabote [24] opisany metody faktorizacii inte-

gral~nyh operatorov. Ispol~zu� ego, poluqeny novye OP, ih integral~-

nye predstavleni�. Svertoqnye svo�stva �tih novyh operatorov sledu�t

iz svo�stv operatorov, ih obrazu�wih. Pon�tno, qto poluqennye tri no-

vyh OP V�L daleko ne isqerpyva�t vozmo�noste� primeneni� dannogo

metoda k rassmotrennym v glave operatoram.

14



V zakl�qitel~nom razdele tret~e� glavy rassmatriva�ts� integral~-

nye operatory Buxmana-�rde�i

(B
�;�

0+ f) (x) =

xZ
0

�
x
2 � y

2
���=2

P
�

�

 
x

y

!
f(y)dy; (0.8)

(E
�;�

0+ f) (x) =

xZ
0

�
x
2 � y

2
���=2

P
�

�

�
y

x

�
f(y)dy; (0.9)

(B
�;�

� f) (x) =

1Z
x

�
y
2 � x

2
���=2

P
�

�

�
y

x

�
f(y)dy; (0.10)

(E
�;�

� f) (x) =

1Z
x

�
y
2 � x

2
���=2

P
�

�

 
x

y

!
f(y)dy; (0.11)

gde P �

�
(z) - funkci� Le�andra 1 roda, P�

�
(t) - ta �e funkci� na razreze

�1 < t < 1. Klass operatorov Buxmana-�rde�i byl vveden i izuqen v [73],

[73], [93], [95] (v �tih rabotah, v qastnosti, bylo issledovano obrawenie

integral~nyh uravneni� s operatorami (0.8)-(0.11)), [18], [19], [20], [38]-

[35], [50], [52], [54]- [56], [105], naibolee polnoe izlo�enie svo�stv soder�it-

s� v preprinte [54]. V qastnosti tam poluqeny formuly faktorizaci�

�tih operatorov qerez operatory drobnogo integrodifferencirovani� i

�rde�i-Kobera. Klass OP Buxmana-�rde�i byl ispol~zovan V.V. Ka-

trahovym dl� vvedeni� funkcional~nyh prostranstv i postanovok novyh

zadaq s \sigma-sledom" dl� vyro�da�wihs� �lliptiqeskih uravneni�,

dopuska�wih singul�rnye rexeni� s suwestvenno osobymi toqkami [21]-

[23]. Operatory Buxmana-�rde�i vstreqa�ts�, naprimer, v sledu�wih

voprosah matematiqesko� fiziki: pri rexenii zadaqi Dirihle dl� urav-

neni� ��lera-Puassona-Darbu v qetverti ploskosti [74]; pri ustanovle-

nii sootnoxeni� me�du znaqeni�mi rexeni� uravneni� ��lera-Puassona-

Darbu na mnogoobrazii naqal~nyh dannyh i harakteristike [41], [50], [54];

v teorii preobrazovani� Radona [105], [120], [127], dl� kotorogo oni �vl�-

�ts� s toqnost~� do stepennyh mno�itele� odnomernymi proekci�mi na

sobstvennye podprostranstva sferiqeskih garmonik [46], [86], [87]; pri

issledovanii kraevyh zadaq dl� �lliptiqeskih uravneni� s vnutrenne�

osobo� toqko� [21], [23]; pri postroenii obwe� teorii operatorov preobra-

zovani� dl� differencial~nogo vyra�eni� Bessel� [24].

Osnovnye rezul~taty �togo razdela mogut byt~ predstavleny v vide

sledu�we� teoremy:

Teorema 0.2. Pust~ Re �1 < 1; Re �2 < 1; f 2 S0+; x � 0. Togda
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spravedlivy formuly kompozicii

(E
�1;�1

0+ E
�2;�2

0+ f) (x) =

xZ
0

K1(�1; �2; �1; �2;x; t)f(t)dt;

gde �dro K1 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K1(�1; �2; �1; �2;x; t) = 2�1+�2�1
x
2��1��2

t
�

�G0;4
4;4

0
@x2
t2

0; 1
2
;

�2

2
; �1

2
+ �2

2

�1
2
+ �1

2
+ �2

2
+ �1

2
; �1 + �1

2
+ �2

2
� �1

2
;

�2

2
+ �2

2
; �1

2
+ �2

2
+ �2

2

1
A

i

(B
�1;�1

0+ B
�2;�2

0+ f) (x) =

xZ
0

K2(�1; �2; �1; �2;x; t)f(t)dt;

v kotoro� �dro K2 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K2(�1; �2; �1; �2;x; t) = 2�1+�2�1
x
2��1��2

t
�

�G0;4
4;4

0
@x2
t2

�2

2
+ �1

2
; �1

2
+ �2

2
� �1

2
;

1
2
+ �2

2
; ��2

2

�1
2
+ �1

2
+ �2

2
; �1 + �1

2
+ �2

2
;

�2

2
; �1

2
+ �2

2

1
A :
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Glava 1

Razlo�enie v r�d G-funkcii.

Obwi� sluqa�

1.1. Bazovye opredeleni� i oboznaqeni�

V danno� glave my razrabotaem algoritm poluqeni� razlo�eni� v r�d

G-funkcii Me�era v samom obwem sluqae. Vyvod �vno� formuly tako-

go razlo�eni� predstavl�ets� avtoru problematiqnym i v zadaqi danno�

raboty ne vhodit. Popytki poluqeni� tako� formuly byli soverxeny

ranee v [122], [123], odnako formuly, privedennye v �tih rabotah soder�at

oxibki (libo tipografskie, libo faktiqeskie) i ne mogut byt~ ispol~-

zovany, v rabote [70], na kotoru� ssyla�ts� Mathai i Saxena, dany lix~

samye obwie ukazani� dl� rasqeta G-funkci�, v osnovnom �ta rabota po-

sv�wena poluqeni� asimptotiqeskih formul.

Pre�de vsego vvedem bazovye oboznaqeni�, kotorye my budem ispol~-

zovat~ na prot��enie vse� raboty. Napomnim sledu�wie obweprin�tye

oboznaqeni� dl� qislovyh mno�estv: N - mno�estvo natural~nyh qisel,

N0 = f0g [N, �N - mno�estvo celyh otricatel~nyh qisel, Z - mno�e-

stvo celyh qisel, R - mno�estvo de�stvitel~nyh qisel, C - mno�estvo

kompleksnyh qisel.

My budem ispol~zovat~ sledu�wee oboznaqenie dl� gamma-funkcii

matriqnogo argumenta:

�

2
4 a1; : : : ; ai

b1; : : : ; bj

3
5 = �(a1) : : :�(ai)

�(b1) : : :�(bj)
: (1.1)

Obobwenny� gipergeometriqeski� r�d (Gaussa) vvodits� po formule

pFq((ap); (bq); z) = pFq

0
@ a1; : : : ; ap; z

b1; : : : ; bq

1
A =
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=
1X
k=0

(a1)k : : : (ap)k

(b1)k : : : (bq)k

z
k

k!
; (1.2)

gde (a)0 = 1; (a)k = a(a + 1) : : : (a + k � 1) = �(a + k)=�(a) - simvol

Pohgammera. Gipergeometriqeski� r�d Gaussa F (a; b; c; z) �vl�ets� qast-

nym sluqaem �to� funkcii F (a; b; c; z) � 2F1(a; b; c; z). R�d (1.2) shodits�

dl� vseh koneqnyh znaqeni� z 2 C, esli p � q, shodits� pri jzj < 1,

esli p = q + 1, i rashodits� pri vseh z 6= 0, esli p > q + 1. Funkci�

pFq((ap); (bq); z), kak sleduet neposredstvenno iz opredeleni�, simmetriq-

na otnositel~no verhnih parametrov a1; : : : ; ap i otnositel~no ni�nih

parametrov b1; : : : ; bq. Pri fiksirovannom znaqenii argumenta z funkci�

��1[(bq)]pFq((ap); (bq); z) �vl�ets� celo� analitiqesko� funkcie� parame-

trov [5], [48].

My budem ispol~zovat~ ewe odno udobnoe oboznaqenie

pF q
(r)((ap); (bq); z) =

1X
k=r

(a1)k : : : (ap)k

(b1)k : : : (bq)k

z
k

k!
; (1.3)

nazovem �tu funkci� \useqenna� gipergeometriqeska� funkci�". Voobwe,

dl� l�bo� summy A =
NP

k=M

; M � N; N - koneqnoe qislo ili 1, qerez

A
(r) my budem oboznaqat~ \useqennu�" summu A(r) =

NP
k=r

, pri �tom, esli

r > N; A
(r) = 0.

My opredelim G-funkci� Me�era por�dka (m;n; p; q), gde 0 � m �
q; 0 � n � p sledu� [48] v vide konturnogo integrala v kompleksnom

prostranstve vida:

G
m;n

p;q

0
@z (ap)

(bq)

1
A = G

m;n

p;q

0
@z a1; : : : ; ap

b1; : : : ; bq

1
A =

=
1

2�i

Z
LG

�(b1 + u) : : :�(bm + u)�(1� a1 � u) : : :�(1 � an � u)

�(an+1 + u) : : :�(ap + u)�(1 � bm+1 � u) : : :�(1 � bq � u)
z
�u
du:

(1.4)

Otmetim, qto pervonaqal~no v rabote Me�era [124] G-funkci� byla vve-

dena v vide summy obobwennyh gipergeometriqeskih funkci�. Poz�e

([125], [126]) �to opredelenie bylo zameneno opredeleniem s pomow~� in-

tegrala Mellina-Barnsa (1.4) (opredelenie integralov Mellina-Barnsa

mo�et byt~ na�deno, naprimer, v [5], [42], faktiqeski ono sovpadaet s

pravo� qast~� (1.5)).

Suwestvuet neskol~ko vozmo�noste� dl� kontura LG, oni podrobno

opisany v [5] i v [48]. Otmetim tol~ko, qto vse �ti kontury �vl��t-

s� beskoneqnymi petl�mi, razdel��wimi pol�sa gamma-funkci� vida
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�(bj + u); j = 1; 2; : : : ;m i �(1 � aj � u); j = 1; 2; : : : ; n. Oqevidno,

dl� suwestvovani� takogo kontura neobhodimo potrebovat~, qtoby po-

l�sa �-funkci� argumentov bj + u; j = 1; : : : ;m ne sovpadali s pol�-

sami �-funkci� argumentov 1 � aj � u; j = 1; : : : ; n, t.e. dl� vseh i =

1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n; aj � bi 6= k; k = 1; 2; : : : �to uslovie �vl�et-

s� neobhodimym dl� suwestvovani� G-funkcii i ego vypolnenie budet

predpolagat~s� na prot��enie vse� raboty. My glavnym obrazom bu-

dem imet~ v vidu odin iz �tih konturov, a imenno L�1. �tot kontur

�vl�ets� levo� petle�, le�awe� v gorizontal~no� polose, naqina�wi�s�

v toqke �1 + i�1, ostavl��wi� vse pol�sa podyntegral~no� funkcii

vida u = �bj � k; j = 1; 2; : : : ; n; k = 0; 1; 2; : : : sleva i vse pol�sa vida

u = 1 � aj + k; j = 1; 2; : : : ;m; k = 0; 1; 2; : : : sprava ot kontura i zakan-

qiva�wi�s� v toqke �1+ i�2, gde �1 < �2. �tot kontur integrirovani�

primen�ets� (integral vdol~ nego shodits�) pri p < q; 0 < jzj < 1 ili

p = q; 0 < jzj < 1 ili p = q; c
� � 0; jzj = 1; Re � < 0, gde

c
� = m+ n� p+ q

2
;

� =
qX

j=1

bj �
pX

j=1

aj +
p � q

2
+ 1:

Zametim, qto vse rezul~taty danno� raboty mogut byt~ tak�e primeneny

k G-funkcii por�dka p > q posredstvom preobrazovani� ee v funkci�

por�dka p < q po standartno� formule, naprimer iz [48].

Osnovnye svo�stva G-funkcii mogut byt~ na�deny, naprimer, v [5].

Uka�em tol~ko, qto G-funkci� �vl�ets� analitiqesko� funkcie� ot z;

ona simmetriqna otnositel~no parametrov a1; : : : ; an, ravno kak i para-

metrov an+1; : : : ; ap, b1; : : : ; bm i bm+1; : : : ; bq.

H-funkci� Foksa my opredelim po formule

H
m;n

p;q

0
@z [ap; Ap]

[bq; Bq]

1
A = H

m;n

p;q

0
@z (a1; A1); : : : ; (ap; Ap)

(b1; B1); : : : ; (bq; Bq)

1
A =

1

2�i
�

�
Z
LH

�(b1 +B1u) : : :�(bm +Bmu)�(1 � a1 �A1u) : : :�(1 � an �Anu)

�(an+1 +An+1u) : : :�(ap +Apu)�(1 � bm+1 �Bm+1u) : : :�(1 � bq �Bqu)
z
�u
du;

(1.5)

gde Ai; Bj > 0; i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; 2; : : : ; q; [ap; Ap] = (a1; A1); : : : ; (ap; Ap),

[bq; Bq] = (b1; B1); : : : ; (bq; Bq). Opisanie konturov integrirovani�, uslo-

vi� shodimosti integrala i osnovnyh svo�stv H-funkcii mo�no na�-

ti v [48]. Kak i v sluqa�h funkci� pFq((ap); (bq); z) i G
m;n

p;q
((ap); (bq); z)

H-funkci� obladaet svo�stvom simmetrii - ona simmetriqna po param

(a1; A1); : : : ; (an; An); (an+1; An+1); : : : ; (ap; Ap); (b1; B1); : : : ; (bm; Bm) i
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(bm+1; Bm+1); : : : ; (bq; Bq) v otdel~nosti. Funkci� H
m;n

p;q
analitiqna po z v

sektore jarg zj < a
�
�=2, gde

a
� =

nX
j=1

Aj �
pX

j=n+1

Aj +
mX
j=1

Bj �
qX

j=m+1

Bj:

Pri A1; : : : ; Ap; B1; : : : ; Bq > 0 racional~nyh (a tak�e, naprimer, pri

Ai = g ~Ai; Bj = g ~Bj ; i = 1; 2; : : : ; p; j = 1; 2; : : : ; q; g > 0 - irracional~-

noe, ~Ai;
~Bj - racional~nye) funkci� H mo�et byt~ vyra�ena qerez G-

funkci� (sm. napr. [48]), po�tomu, a tak�e potomu, qto v sluqa�h, kogda

neposredstvennoe vyra�enie qerez G-funkci� nevozmo�no, vse metody

danno� glavy mogut legko byt~ pereneseny na H-funkci�, my ograni-

qims� rassmotreniem G-funkcii.

Oboznaqim podyntegral~nu� funkci� (1.4) Gm;n

p;q
(u), togda

G
m;n

p;q
(z) =

1

2�i

Z
LG

Gm;n

p;q
(u)du:

Oboznaqim tak�e

B
+(u) = �(b1 + u) : : :�(bm + u);

A
+(u) = �(1 � a1 � u) : : :�(1 � an � u);

A
�(u) = �(an+1 + u) : : :�(ap + u);

B
�(u) = �(1 � bm+1 � u) : : :�(1 � bq � u);

togda

Gm;n

p;q
(u) =

B
+(u)A+(u)

A�(u)B�(u)
z
�u
:

My tak�e budem ispol~zovat~ ewe odno udobnoe oboznaqenie: B+
>i1;i2;:::;if<

(u)

ravno funkcii B
+(u) s iskl�qennymi �-funkci�mi �(bi1 + u);�(bi2 +

u); : : : ;�(bif + u). Analogiqno dl� A+
; A

�
; B

�.

Naxe� cel~� �vl�ets� opisanie algoritma razlo�eni� G-funkcii v

r�d vyqetov funkcii Gm;n

p;q
(u) v naibolee obwem sluqae znaqeni� parame-

trov a1; : : : ; ap; b1; : : : ; bq.

1.2. Prostye pol�sa podyntegral~no�

funkcii

Pre�de vsego rassmotrim sluqa�, kogda funkci� B+(u) imeet tol~ko

prostye pol�sa, to est~ bi�bj 6= k; i; j = 1; : : : ;m; i 6= j; k = 0;�1;�2; : : :
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Togda edinstvenna� slo�nost~, kotora� mo�et vozniknut~, �to esli neko-

torye pol�sa B+(u) vzaimno uniqto�a�ts� s pol�sami A�(u) ili B�(u).

Esli takih uniqto�eni� ne voznikaet, iskomoe razlo�enie daets� for-

mulo�

G
m;n

p;q

0
@z a1; : : : ; ap

b1; : : : ; bq

1
A =

=
mX
h=1

B
+
>h<

(�bh)A+(�bh)
A�(�bh)B�(�bh) z

bh
pFq�1

0
@ 1 + bh � (ap); (�1)p�m�nz

1 + bh � (bq)
0

1
A ; (1.6)

gde bh� (bq)
0 � bh� b1; : : : ; bh� bh�1; bh� bh+1; : : : ; bh� bq (komponenta bh� bh

otsutstvuet). �ta formula privedena vo mnogih spravoqnikah, v tom qi-

sle v [5] i [48], priqem v oboih �tih spravoqnikah ne ukazano, qto �ta

formula ne mo�et byt~ primenena neposredstvenno, kogda ime�t mesto

uniqto�eni� pol�sov proizvedeni� B+(u) so znamenatelem, hot� ona po

pre�nemu \uslovno" primenima, prin�v 1=�(�n) = 0; n = 0; 1; : : :, ras-

pisav gipergeometriqesku� funkci� v vide r�da i otbrosiv ego nulevye

qleny. V danno� glave my poluqim formuly razlo�eni� dl� sluqaev,

kogda takie uniqto�eni� razrexeny, a tak�e dl� neskol~kih bolee slo�-

nyh sluqaev.

Rassmotrim pervu� gamma-funkci� iz B+(u), �(b1 + u). Ona imeet

prostye pol�sa v toqkah up = �b1;�b1 � 1;�b1 � 2; : : : V obwem sluqae

neskol~ko �-funkci� iz znamenatel� G mogut imet~ pol�sa v teh �e sa-

myh toqkah. No, na samom dele, nam ne nu�no rassmatrivat~ ih vse, nam

tol~ko nu�no na�ti maksimum dve takie funkcii - po odno� iz ka�dogo

proizvedeni� A�(u) i B�(u), uniqto�a�wih naibol~xee koliqestvo po-

l�sov funkcii �(b1+u). De�stvitel~no, ne ter�� obwnosti, predpolo�im

an+1 = b1 + r1; an+2 = b1 + r2, t.e.

A
�(u) = �(b1 + r1 + u)�(b1 + r2 + u)�(an+3 + u) : : :�(ap + u); r1; r2 2 Z:

Togda pol�sa funkcii �(b1+u) v toqkah up = �b1�r1;�b1�r1�1;�b1�r1�
2; : : : i v toqkah up = �b1� r2;�b1� r2�1;�b1� r2�2; : : : uniqto�a�ts� s

pol�sami �(an+1+u) i �(an+2+u) sootvetstvenno. Na samom dele, v toqkah

up = �b1�max(r1; r2); �b1�max(r1; r2)�1; �b2�max(r1; r2)�2; : : : pol�sa
\uniqto�a�ts� dva�dy", to est~ funkci� B+ imeet prostye pol�sa v

�tih toqkah, a funkci� A� - pol�sa vtorogo (ili bolee vysokogo) por�dka,

a znaqit G imeet v �tih toqkah nuli pervogo por�dka (esli bolee dvuh �-
funkci� iz znamenatel� ime�t pol�sa v teh �e samyh toqkah, G imeet v
�tih toqkah nuli bolee vysokogo por�dka). Dl� naxih cele� nam tol~ko

nu�no znat~ v kakih toqkah funkci� G imeet pol�sa i kakogo por�dka
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(i, koneqno, znaqeni� vyqetov), takim obrazom, iz dvuh (ili bol~xe) �-

funkci� - somno�itele� A�(u), ime�wih pol�sa v teh �e toqkah, qto i

�(b1 + u), nam tol~ko nu�no rassmatrivat~ funkci� �(b1 + r + u); r =

min(r1; r2) (ili r = min(r1; r2; r3; : : : ; ro); o - koliqestvo takih �-funkci�

somno�itele� A
�(u)). Analogiqno, iz vseh �-funkci� - somno�itele�

B
�(u) vida �(�b1 � Rk � u); Rk 2 N0 (oni ime�t pol�sa v toqkah up =

�b1�Rk;�b1�Rk +1;�b1�Rk +2; : : :) nam tol~ko nu�no rassmatrivat~

funkci� �(�b1�r�u); r = max(R1; R2; R3; : : : ; Ro). Esli nikakie pol�sa

A
�(u) (B�(u)) ne sovpada�t s pol�sami �(b1 + u), my polo�im r = 1

(r = �1). Mo�et okazat~s�, qto vse pol�sa �(b1 + u) uniqto�a�ts�.

Inaqe (esli r > r + 1), po dvum indeksam r i r my delaem vyvod, qto G
imeet pol�sa v toqkah �b1�r�1;�b1�r�2; : : : ;�b1�r+1. Suwestvu�t

p�t~ vozmo�noste�:

1) G ne imeet pol�sov v toqkah up = �b1;�b1 � 1;�b1 � 2; : : :, t.e. vse

pol�sa uniqto�a�ts�;

2) G imeet pol�sa v toqkah up = �b1;�b1 � 1; : : : ;�b1 � r + 1; r 6=1;

3) G imeet pol�sa v toqkah up = �b1�r�1;�b1�r�2; : : : ;�b1�r+1; r 6=
1; r 6= �1;

4) G imeet pol�sa v toqkah up = �b1;�b1 � 1; : : :;

5) G imeet pol�sa v toqkah up = �b1 � r � 1;�b1 � r � 2; : : : ; r 6= �1.
Dalee rassmotrim vse ostal~nye �-funkcii �(bl + u); l = 2; : : : ;m.

Analogiqno, dl� ka�do� iz nih imeet mesto odna iz vozmo�noste� 1-5 i

mogut byt~ vyqisleny indeksy rl; rl (dl� edinoobrazi� oboznaqim r1 =

r; r1 = r). My tak�e vvedem oboznaqeni� L�; � = 1; : : : ; 5 dl� mno�estv

indeksov, tak qto l 2 L� , dl� �(bl + u) vypoln�ets� (�). Teper~ mo�no

vyqislit~ integral (1.4) kak summu vyqetov G(u) v pol�sah, le�awih
vnutri kontura L�1:

G
m;n

p;q
(z) =

X
l2L2

rl�1X
k=0

res
u=�bl�k

G(u) +

+
X
l2L3

rl�1X
k=rl+1

res
u=�bl�k

G(u) +

+
X
l2L4

1X
k=0

res
u=�bl�k

G(u) +

+
X
l2L5

1X
k=rl+1

res
u=�bl�k

G(u): (1.7)

Teper~ my sobstvenno posqitaem vyqety G(u). Vse rassmatrivaemye
pol�sa prostye. Ispol~zu� izvestnu� formulu dl� vyqisleni� prostyh
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pol�sov, imeem:

res
u=�bl�k

G(u) = lim
u!�bl�k

(u+ bl + k)G(u) =

=
B

+
>l<

(�bl � k)A+(�bl � k)

A�(�bl � k)B�(�bl � k)
z
bl+k res

u=�bl�k
�(bl + u) =

=
B

+
>l<

(�bl � k)A+(�bl � k)

A�(�bl � k)B�(�bl � k)
z
bl+k

(�1)k
k!

;

gde �bl � k - odna iz toqek iz (1.7). Poka�em teper~, qto summy iz (1.7)

mogut byt~ perepisany v vide, analogiqnom [5]. Ispol~zu� standartnye

formuly dl� �-funkcii, imeem:

A
+(�bl � k) =

nY
h=1

�(1 � ah + bl + k) =

=
nY

h=1

�(1 � ah + bl)(1 � ah + bl)k = A
+(�bl)

nY
h=1

(1 � ah + bl)k;

B
�(�bl � k) =

qY
h=m+1

�(1 � bh + bl + k) =

=
qY

h=m+1

�(1 � bh + bl)(1� bh + bl)k = B
�(�bl)

nY
h=1

(1 � ah + bl)k;

B
+
>l<

(�bl � k) =
mY
h=1
h6=l

�(bh � bl � k) =

=
mY
h=1
h6=l

(�1)k �(bh � bl)

(1� bh + bl)k
= B

+
>l<

(�bl)(�1)k(m�1)
mY
h=1
h 6=l

(1 � bh + bl)
�1
k
;

A
�(�bl � k) =

pY
h=n+1

�(ah � bl � k) =

=
pY

h=n+1

(�1)k �(ah � bl)

(1 � ah + bl)k
= A

�(�bl)(�1)k(p�n)
pY

h=n+1

(1� ah + bl)
�1
k
;

t.e. pol�sa G(u) mogut byt~ perepisany v vide:

res
u=�bl�k

G(u) = B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl�

�

nQ
h=1

(1� ah + bl)k
pQ

h=n+1

(1� ah + bl)k

mQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)k
nQ

h=1

(1 � ah + bl)k

((�1)p�m�nz)k
k!

=
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=
B

+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl

pQ
h=1

(1 � ah + bl)k

qQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)k

((�1)p�m�nz)k
k!

: (1.8)

Proizvedem zamenu indeksa summirovani� v summe po mno�estvu L5 v (1.7),

odnovremenno podstavl�� (1.8):

X
l2L5

1X
rl+1

B
+
>l<

(�bl � k)A+(�bl � k)

A�(�bl � k)B�(�bl � k)
z
bl+k

(�1)k
k!

=

=
X
l2L5

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl

1X
k=rl+1

pQ
h=1

(1 � ah + bl)k

qQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)k

((�1)p�m�nz)k
k!

=

=
X
l2L5

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl

pQ
h=1

�(1�ah+bl+rl+1)
�(1�ah+bl)

qQ
h=1
h 6=l

�(1�bh+bl+rl+1)
�(1�bh+bl)

((�1)p�m�nz)rl+1
(rl + 1)!

�

�
1X

k�=0

pQ
h=1

(1� ah + bl + rl + 1)k�

qQ
h=1
h 6=l

(1� bh + bl + rl + 1)k�

(1)k�

(1 + rl + 1)k�

((�1)p�m�nz)k�

k�!
=

=
X
l2L5

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl � rl � 1)

B�(�bl � rl � 1)A�(�bl)

pQ
h=n+1

(1� ah + bl)rl+1

qQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)rl+1

(�1)(rl+1)(p�m�n)zbl+rl+1
(rl + 1)!

�

�p+1Fq

2
4 2 + bl + rl � a1; : : : ; 2 + bl + rl � ap; 1;

2 + bl + rl � b1; : : : ; �; : : : ; 2 + bl + rl � bq; rl + 2;
(�1)p�m�nz

3
5 :

Okonqatel~no, podstavl�� (1.8) v (1.7) G-funkci� mo�et byt~ vyqislena

sledu�wim obrazom:

G
m;n

p;q
(z) =

X
l2L2

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl

rl�1X
k=0

pQ
h=1

(1� ah + bl)k

qQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)k

((�1)p�m�nz)k
k!

+

+
X
l2L3

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl

rl�1X
k=rl+1

pQ
h=1

(1 � ah + bl)k

qQ
h=1
h6=l

(1� bh + bl)k

((�1)p�m�nz)k
k!

+

+
X
l2L4

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl)
B�(�bl)A�(�bl) z

bl�
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�pFq�1

2
4 1 + bl � a1; : : : ; 1 + bl � ap;

1 + bl � b1; : : : ; �; : : : ; 1 + bl � bq;
(�1)p�m�nz

3
5+

+
X
l2L5

B
+
>l<

(�bl)A+(�bl � rl � 1)

B�(�bl � rl � 1)A�(�bl)

pQ
h=n+1

(1 � ah + bl)rl+1

qQ
h=1
h6=l

(1 � bh + bl)rl+1

(�1)(rl+1)(p�m�n)zbl+rl+1
(rl + 1)!

�

�p+1Fq

2
4 2 + bl + rl � a1; : : : ; 2 + bl + rl � ap; 1;

2 + bl + rl � b1; : : : ; �; : : : ; 2 + bl + rl � bq; rl + 2;
(�1)p�m�nz

3
5 :

1.3. Pol�sa proizvol~nogo por�dka

1.3.1. Vyqislenie pol�sov

Rassmotrim teper~ sluqa� proizvol~nogo soqetani� parametrov G-

funkcii (1.4) (p � q) s edinstvennym sohranennym ograniqeniem, qto

pol�sa B+(u) i A+(u) razdelimy (ne sovpada�t). My snova opixem al-

goritm postroeni� mno�estv toqek, v kotoryh funkci� G imeet pol�sa

\odnogo tipa" (my budem govorit~, qto nekotorye dva pol�sa ime�t odin

i tot �e tip, esli v nih ime�t pol�sa ravnoe koliqestvo �-funkci� iz

B
+
; A

� i B�, ni�e budet dano bolee formal~noe opredelenie tipa pol�-

sa) i vyqisleni� znaqeni� vyqetov v �tih toqkah.

Snova naqnem s rassmotreni� funkcii �(b1 + u). Vvedem oboznaqeni�

dl� sledu�wih mno�estv indeksov: mno�estvo L1 = f1g [ flj2 � l �
m; bl � b1 2 Zg, gde Z - mno�estvo celyh qisel, drugimi slovami, mno-

�estvo L1 sostoit iz indeksov l, takih qto �(b1 + u) i �(bl + u) ime�t

sovpada�wie pol�sa. Zatem, po vsem l 2 L1 my vybiraem b
1� = min

l2L1
bl i

b
1+ = max

l2L1
bl. Oqevidno, vse pol�sa proizvedeni�

Q
l2L1

�(bl + u) (vozmo�-

no raznyh por�dkov) raspolo�eny v toqkah �b1�;�b1� � 1;�b1� � 2; : : :

Dalee rassmotrim uniqto�eni� pol�sov �togo proizvedeni� s pol�sa-

mi znamenatel� G: oboznaqim I1 = fijn + 1 � i � p; ai � b
1� 2 Zg i

J1 = fjjm + 1 � j � q; bj � 1 � b
1� 2 N0g, t.e. I1 (J1) - �to mno�estvo

indeksov i (j), takih qto �(ai + u) imeet pol�sa v nekotoryh iz toqek

�b1�;�b1� � 1;�b1� � 2; : : : (�(1 � bj � u) imeet pol�s v toqke �b1� i,

vozmo�no, v nekotoryh iz toqek �b1��1;�b1��2; : : :). My budem ispol~-

zovat~ oboznaqeni�:

a1+ =

8<
:

max
i2I1

ai; I1 6= ;
�1; I1 = ;

i b1+ =

8<
:

max
j2J1

bj; J1 6= ;
b
1�
; J1 = ;

: (1.9)
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Pust~ krome togo b+1 = maxfb1+; a1+; b1+g. Teper~ dl� ka�do� iz toqek

�b1� � k; k = 0; 1; 2; : : : neslo�no postroit~ mno�estva L1;k � L1; I1;k �
I1; J1;k � J1, takie qto L1;k = fljl 2 L1; b

1� + k � bl 2 N0g (t.e. mno�estvo
L1;k sostoit iz takih indeksov l, qto �(bl + u); 1 � l � m imeet pol�s

v toqke �b1� � k), I1;k = fiji 2 I1; b
1� + k � ai 2 N0g (�(ai + u); n + 1 �

i � p imeet pol�s v �b1� � k), J1;k = fjjj 2 J1; bj � 1 � b
1� � k 2 N0g

(�(1 � bj � u);m + 1 � j � q imeet pol�s v toqke �b1� � k). Togda

funkci� G imeet pol�s v toqke �b1� � k togda i tol~ko togda, kogda

jL1;kj � jI1;kj � jJ1;kj = O1;k > 0, gde jN j - qislo �lementov mno�estva N ,

O1;k - por�dok pol�sa funkcii G v toqke �b1� � k. Oqevidno,

L1;(b+
1
�b1�) = L1;(b+

1
�b1�+1) = L1;(b+

1
�b1�+2) = : : : � L1;1;

I1;(b+
1
�b1�) = I1;(b+

1
�b1�+1) = I1;(b+

1
�b1�+2) = : : : � I1;1;

J1;(b+
1
�b1�) = J1;(b+

1
�b1�+1) = J1;(b+

1
�b1�+2) = : : : = ;;

t.e. v toqkah �b+1 ;�1� b
+
1 ;�2� b+1 ; : : : povedenie funkcii G opredel�ets�

odnim i tem �e naborom �-funkci� iz ee qislitel� i znamenatel�. Esli

O1;1 � jL1;1j � jI1;1j > 0 to G imeet pol�sa por�dka O1;1 v �tih toqkah.

V sv�zi s vyxeskazannym my privedem

Opredelenie 1.1. Tipom pol�sa por�dka O1;k v toqke up = �b1� � k

my nazovem upor�doqennu� paru qisel (jI1;kj; jJ1;kj).

Naprimer, fraza \G imeet v toqke up = �b1��k prosto� pol�s tipa (0; 1)"
znaqit, qto v �to� toqke funkci� A� pol�sov ne imeet, funkci� B� imeet

prosto� pol�s i funkci� B+ imeet pol�s vtorogo por�dka. Odnako tip

pol�sa ne ukazyvaet, kakie imenno �-funkcii - somno�iteli funkci�

A
�, B� i B+ ime�t pol�s v �to� toqke. �ta informaci� soder�its� v

mno�estvah M1;k = fL1;k; I1;k; J1;kg, kotorye odnoznaqno opredel��t pove-
denie funkcii G v toqkah �b1� � k. Kak sleduet iz privedennyh vyxe

rassu�deni�, dl� vseh k � b
+
1 � b

1�
; M1;k = M1;1 � fL1;1; I1;1; ;g. Tak-

�e mo�et okazat~s�, qto nekotorye iz mno�estv M1;k; 0 � k < b
+
1 � b

1�

ravny (netrudno videt~, qto ravnye mno�estvaM1;k obrazu�t \cepoqki",

t.e. esli M1;k1 = M1;k2; k1 < k2, to M1;k1 = M1;k1+1 = : : : = M1;k2 i sluqa�

M1;k1 =M1;k2 6=M1;k3; k1 < k3 < k2 nevozmo�en), t.e. v nekotoryh iz toqek

�b1�;�b1��1;�b1��2; : : : povedenie G opredel�ets� odnim i tem �e nabo-
rom �-funkci�. Togda formula vyqisleni� vyqeta G v �tih toqkah tak�e
budet toqno to� �e samo�. Dl� poluqeni� obwe� formuly summirovani�

vyqetov my razob~em posledovatel~nost~ toqek�b1�;�b1��1;�b1��2; : : :
na podposledovatel~nosti P1;�; � = 1; 2; : : : ; �1 toqek, v kotoryh odni i te
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�e �-funkcii ime�t pol�sa, t.e. toqki �b1� � k1 i �b1� � k2 prinadle-

�at odnomu i tomu �e mno�estvu P1;� () M1;k1 =M1;k2 . Esli dl� vseh

k = 0; 1; : : : ; O1;k � 0, t.e. esli vse pol�sa �b1�;�b1� � 1;�b1� � 2; : : :

uniqto�ilis~, �1 = 0 i G ne imeet pol�sov v �tih toqkah.
Dalee my vyqisl�em l2; 2 � l2 � m, takoe qto l2 = min

l62L1
2�l�m

l i povtor�em

vse xagi privedennogo vyxe algoritma dl� bl2, poluqa� v itoge koneqny�

nabor mno�estv Pl2;�; � = 1; 2; : : : ; �l2; �l2 2 N0.

Analogiqno ves~ algoritm dol�en byt~ povtoren dl� vseh l : 1 � l �
m, t.e. poka ne budet poluqeno razbienie mno�estva fb1; b2; : : : ; bmg =

L1 [ Ll2
[ : : : [ Llf

, gde f - koliqestvo podmno�estv Llh
(po postroeni�

Llh
\ Llg

= ;; lh 6= lg; h; g 2 f1; 2; : : : ; fg; l1 � 1), i ne budut poluqeny

vse Plh;�; h = 1; : : : ; f; � = 1; : : : ; �lh. Togda okonqatel~no my mo�em

perepisat~ iskomu� G-funkci� v vide summy vyqetov:

G
m;n

p;q
(z) =

fX
h=1

�l
hX

�=1

X
up2Pl

h
;�

res
u=up

G(u): (1.10)

Zdes~, kak obyqno, my podrazumevaem, qto pri �lh = 0;
0P

�=1
= 0.

1.3.2. Vyqislenie vyqetov

Prostye pol�sa. Sluqa� prostyh pol�sov podyntegral~no� funkcii

u�e byl rassmotren nami otdel~no ranee. Zdes~ my lix~ proill�stri-

ruem primenenie obwego algoritma dl� �togo sluqa�. Imeem Ll = flg; l =
1; 2; : : : ;m, t.e. 6 9l1 6= l2 : bl1 � bl2 2 Z, qto i garantiruet nam naliqie u

funkcii G(u) pol�sov por�dka ne vyxe pervogo. Na�dem znaqeni� kon-

stant: bl� = b
l+ = bl. Pust~ dl� nekotorogo k 2 N0 Il;k = Jl;k = ;, togda

G(u) imeet prosto� pol�s v toqke up = �bl � k, vyqet v �to� toqke raven

res
u=up

G(u) = B
+
>l<

(�bl � k)A+(�bl � k)

B�(�bl � k)A�(�bl � k)
z
bl+k

(�1)k
k!

:

Oqevidno, esli hot� by odno iz mno�estv Il;k i Jl;k ne pusto, to G(u)
ne imeet pol�sa v �to� toqke. Na samom dele, esli Il;k 6= ; dl� nekotorogo
k 2 N0 (ili, drugimi slovami, esli Il 6= ;), togda G(u) imeet ne bolee, qem
koneqnoe qislo pol�sov v toqkah up = �bl�k; k = 0; 1; : : : ; al�� bl�1, gde

al� = min
i2Il

ai. Inaqe, esli Il;k = ; dl� vseh k = 0; 1; 2; : : : (t.e. Il = ;)
i Jl 6= ;, to koneqnoe qislo pol�sov qislitel� G(u) uniqto�a�ts� s
pol�sami ee znamenatel� v toqkah u = �bl � k; k = 0; 1; : : : ; bl� � bl � 1.
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V obwem sluqae, kak dl� pustyh, tak i dl� nepustyh mno�estv Il;k i Jl;k,

pol~zu�s~ obwim opredeleniem bl+, (1.9), opredeliv tak�e

al� =

8<
:

min
i2Il

ai; Il 6= ;
+1; Il = ;

i po analogii s punktom 1.2 rl = bl+ � bl � 1; rl = al� � bl, vklad cepoqki

toqek u = �bl;�bl � 1; : : : v rezul~tiru�wee znaqenie G-funkcii raven

rl�1X
k=rl+1

res
u=�bl�k

G(u):

Pri opredelennyh znaqeni�h ko�fficientov G-funkcii �ta summa mo�et

byt~ ravna nul�. Okonqatel~no

G
m;n

p;q
(z) =

mX
l=1

al��bl�1X
k=bl+�bl

B
+
>l<

(�bl � k)A+(�bl � k)

B�(�bl � k)A�(�bl � k)
z
bl+k

(�1)k
k!

:

Ewe raz napomnim, qto sluqa� odnokratnyh pol�sov podyntegral~no�

funkcii byl podrobno obsu�den vyxe.

Pol�sa vtorogo por�dka. Rassmotrim teper~ sluqa� Ll1
= fl1; l2g; 0 �

l1; l2 � m. Pust~ dl� opredelennosti bl1� = minfbl1; bl2g = bl1, t.e. bl1 � bl2.

Vyqety v toqkah �bl1;�bl1�1; : : : ;�bl2+1 vyqisl��ts� toqno tak �e kak

i v sluqae prostyh pol�sov, a imenno, dl� ka�dogo k = 0; 1; : : : ; bl2�bl1�1
my prover�em mno�estva Il1;k i Jl1;k. I pri uslovii, qto oni oba pusty

(prostye pol�sa tipa (0,0)), vyqety v nih vyqisl��ts� po formule:

res
u=�bl1�k

G(u) = B
+
>l1<

(�bl1 � k)A+(�bl1 � k)

B�(�bl1 � k)A�(�bl1 � k)
z
bl1

+k (�1)k
k!

: (1.11)

Dalee rassmotrim toqki �bl2�k; k = 0; 1; : : : v kotoryh funkci� B+(u)

imeet pol�sa vtorogo por�dka i odna iz funkci� B�(u) i A�(u) imeet

prosto� pol�s. V �tom sluqae jLl1;bl2
�bl1+kj = 2; jIl1;bl2�bl1+kj+jJl1;bl2�bl1+kj =

1. Togda vyqety v �tih toqkah vyqisl��ts� sledu�wim obrazom:

sluqa� (i): prostye pol�sa tipa (0,1), t.e. jJl1;bl2�bl1+kj = 1; jIl1;bl2�bl1+kj =
0, pust~ dl� opredelennosti Jl1;bl2�bl1+k = fjg, to est~ bj � bl2 � 1 2 N0,

togda

res
u=�bl2�k

G(u) = B
+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B
�
>j<

(�bl2 � k)A�(�bl2 � k)
z
bl2

+k res
u=�bl2�k

�(bl1 + u)�(bl2 + u)

�(1 � bj � u)
=

=
B

+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B
�
>j<(�bl2 � k)A�(�bl2 � k)

z
bl2

+k res
u=�bl2�k

�(bl2 + u)�(bj + u)

�(1� bl1 � u)
(�1)bj�bl1 =
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=
B

+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B
�
>j<

(�bl2 � k)A�(�bl2 � k)
z
bl2

+k�(bj � bl2 � k)

(bl2 � bl1 + k)!

(�1)bj�bl1+k
k!

; (1.12)

sluqa� (ii): prostye pol�sa tipa (1,0), t.e. jJl1;bl2�bl1+kj = 0; jIl1;bl2�bl1+kj =
1, pust~ Il1;bl2�bl1+k = fig i ai � bl2 2 Z, togda

res
u=�bl2�k

G(u) = B
+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B�(�bl2 � k)A�
>i<

(�bl2 � k)
z
bl2

+k res
u=�bl2�k

�(bl1 + u)�(bl2 + u)

�(ai + u)
=

=
B

+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B�(�bl2 � k)A�
>i<

(�bl2 � k)
z
bl2

+k�

� (�1)bl1�bl2�k
(bl2 � bl1 + k)!

�
8><
>:

1

(�k)ai�bl2
; 0 � ai � bl2;

(ai � bl2 � k)bl2�ai ; ai � bl2 < 0:

(1.13)

V zaverxenie my podsqitaem vyqety funkcii G(u) v toqkah, v ko-
toryh B+(u) imeet pol�sa vtorogo por�dka i �-funkcii iz znamenate-

l� G(u) ne ime�t pol�sov (pol�sa vtorogo por�dka tipa (0,0)). Imeem

jLl1;bl2
�bl1+kj = 2; jIl1;bl2�bl1+kj = jJl1;bl2�bl1+kj = 0. Privedem izvestnu� for-

mulu dl� vyqisleni� vyqeta funkcii f(u) v pol�se por�dka n:

res
u=up

f(u) =
1

(n� 1)!
lim
u!up

d
n�1

dun�1
((u� u0)

n
f(u)) : (1.14)

Sledovatel~no vyqety mogut byt~ posqitany sledu�wim obrazom:

res
u=�bl2�k

G(u) = lim
u!�bl2�k

d

du
[(u+ bl2 + k)2G(u)] =

=
B

+
>l1;l2<

(�bl2 � k)A+(�bl2 � k)

B�(�bl2 � k)A�(�bl2 � k)
z
bl2

+k�

�

8>><
>>:ln z �  (k + 1) �  (k1 + 1)�

mX
h=1

h6=l1 ;h 6=l2

 (bh � bl2 � k) +
nX

h=1

 (1� ah + bl2 + k)�

�
qX

h=m+1

 (1� bh + bl2 + k) +
pX

h=n+1

 (ah � bl2 � k)

9=
; (�1)k+k1

k!k1!
; (1.15)

gde k1 = k + bl2 � bl1.

Takim obrazom nami dokazana

Teorema 1.1. Pust~ dana G-funkci� Me�era por�dka (m,n,p,q) Gm;n

p;q
(zj(ap); (bq))

(1.4), taka� qto dl� vseh i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n; aj�bi 6= k; k = 1; 2; : : :

�ta funkci� v oblasti svoe� analitiqnosti mo�et byt~ razlo�ena

v r�d vyqetov podyntegral~no� funkcii integrala (1.4) po formule

(1.10). Pri �tom znaqeni� vyqetov dl� sluqaev prostyh pol�sov funk-

cii G tipov (0,0), (0,1) i (1,0) da�ts� formulami (1.11), (1.12) i (1.13)
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sootvetstvenno, a dl� sluqa� pol�sov vtorogo por�dka tipa (0,0) -

po formule (1.15). Vse oboznaqeni�, ispol~zovannye v �tih formulah,

ob��sneny v tekste glavy.

Znaqeni� vyqetov funkcii G v toqkah, gde funkci� B+(u) imeet pol�-

sa por�dka tri i vyxe mogut byt~ vyqisleny po izvestno� formule 1.14.

Pri �tom, naprimer, esli funkci� B+(u) imeet pol�sa por�dka ne vyxe

tret~ego, obwa� formula dol�na soder�at~ vyra�eni� dl� vyqetov G v
prostyh pol�sah tipov (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1) i (2,0); v pol�sah

vtorogo por�dka tipov (0,0), (0,1) i (1,0) i v pol�sah tret~ego por�dka

tipa (0,0), itogo 10 razliqnyh formul vyqisleni� vyqetov. Pri �tom

nekotorye iz nih, kak, naprimer, (1.13) mogut v svo� oqered~ poro�dat~

neskol~ko formul. Qto i obuslavlivaet slo�nost~ vyvoda �vno� formu-

ly, soder�awe� vse vozmo�nye sluqai soqetani� parametrov G-funkcii.
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Glava 2

Ob odnom integrale s

funkcie� Bessel� v �dre

2.1. Vvedenie

V zadaqah teorii uprugosti o nagru�enii/ravnovesii beskoneqnyh pla-

stin na uprugom poluprostranstve [27], [28] vstreqa�ts� integraly vida:

!
�

s
(x) =

1Z
0

y
s

1 + y3
J�(xy)dy; (2.1)

gde J�(x) - funkci� Bessel� pervogo tipa. V qastnosti pri de�stvii na

plastinu sosredotoqenno� sily P v pol�rno� sisteme koordinat s na-

qalom v toqke prilo�eni� sily reaktivnoe davlenie p(�) i progib w(�)

da�ts� vyra�eni�mi

p(�) =
P

2�l2

1Z
0

y

1 + y3
J0(�y)dy =

P

2�l2
!
0
1(�); (2.2)

w(�) =
P l

2

2�D

1Z
0

1

1 + y3
J0(�y)dy =

P l
2

2�D
!
0
0(�); (2.3)

gde l = (2D(1 � �
2)=E)1=3; � - ko�fficient Puassona, E - modul~ upru-

gosti, � = r=l; r =
p
x2 + y2 - radial~na� peremenna�. D - izgibna�

�estkost~ plastinki, differencial~noe uravnenie uprugo� poverhnosti

kotoro� (uravnenie Karmana) vygl�dit sledu�wim obrazom:

Dr2r2
w = q � p;

gde q-nagruzka na plastinku, r2 =
@
2

@x2
+

@
2

@y2
. Rexenie (2.2)-(2.3) do

Koreneva bylo poluqeno S. Vo�novskim-Krigerom v 1932g.; �ta zadaqa,

31



a tak�e r�d drugih va�nyh i bolee slo�nyh zadaq o plite na uprugom

sloe i t.d. byli rexeny O.�. Xehter [60] i [61], kotora� sostavila

tak�e neobhodimye dl� rasqeta tablicy. Upom�nem tak�e stat~� [110],

v kotoro� privedeny nekotorye qislennye metody rasqeta funkci� (2.2)

i (2.3), dany tablicy rezul~tatov rasqetov.

Kak sleduet iz skazannogo, v prilo�eni�h argument !�
s
(x) - radial~na�

peremenna� i, sledovatel~no, x > 0 de�stvitel~noe. My glavnym obra-

zom tak�e budem rabotat~ v de�stvitel~no� oblasti, odnako, gde vozmo�-

no, my budem govorit~ ob analitiqeskom prodol�enii rassmatrivaemo�

funkcii.

V nasto�we� rabote my poluqim razliqnye predstavleni� integra-

la (2.1). Vo vtorom paragrafe my privedem nekotorye bazovye svo�stva

funkcii (2.1); v paragrafah 2.3, 2.4 i 2.5 my izuqim razliqnye qast-

nye sluqai par znaqeni� parametrov � i s. My poluqim predstavle-

ni� integrala qerez G-funkci� Me�era, H-funkci� Foksa i v vide r�da

gipergeometriqeskogo tipa. Budet pokazano, qto, hot� sluqa�, rassmo-

trenny� v paragrafe 2.3 dovol~no prost, sluqai iz paragrafov 2.4 i 2.5

principial~no slo�nee. V �tih dvuh poslednih paragrafah dl� poluqe-

ni� razlo�eni� funkcii v r�d byli ispol~zovany dva raznyh podhoda -

metod malogo parametra i metod teorii vyqetov. Nakonec, v paragrafe

2.6 my rassmotrim vse vozmo�nye pary znaqeni� parametrov � i s i po-

luqim formuly razlo�eni� G- (H-) funkcii v r�d, ispol~zu� metody i

klassifikaci� iz pervo� glavy. V paragrafe 2.7 my izuqim asimptoti-

qeskoe povedenie funkcii pri bol~xih znaqeni�h argumenta. V vos~mom

paragrafe my obsudim razliqnye metody qislennogo rasqeta funkcii

- po formule (2.1), ispol~zu� standartnye pakety qislennyh vyqisle-

ni�, summirovaniem neskol~kih pervyh qlenov r�da i po asimptotiqe-

skim formulam. Dl� nagl�dnosti sravneni� poluqennyh rezul~tatov po-

stroeny grafiki. Rezul~taty �to� glavy byli anonsirovany v kratkom

soobwenii [39].

2.2. Nekotorye bazovye svo�stva

V dannom paragrafe my poluqim nekotorye proste�xie svo�stva funk-

cii !�
s
(x), vyteka�wie neposredstvenno iz ee opredeleni�.

2.2.1. Shodimost~

Dl� naxih cele� nam ponadob�ts� nekotorye obweizvestnye svo�stva
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funkcii Bessel� pervogo tipa J�(z). Oni mogut byt~ na�deny, naprimer,

v [6], [47], [7].

1) Asimptotiqeskoe povedenie funkcii Bessel� v nule pri � 6= 0:

J�(z) � z
�

2��(� + 1)
; z! 0; (2.4)

pri � = 0; J0(0) = 1.

2) Spravedlivy sledu�wie neravenstva ([7]) dl� de�stvitel~nyh � >

�1=2, x 2 R; z 2 Z:
8>>>><
>>>>:
jJ�(z)j � jz� j

2��(� + 1)
e
jIm zj

; � > �1=2;
jJ�(x)j � 1; � � 0;

jJ�(x)j � 1=
p
2; � � 1:

(2.5)

3) Pri x!1 spravedliva sledu�wa� izvestna� ocenka:

J�(x) =

s
2

�x
cos

�
x� 1

2
�� � 1

4
�

�
+O(x�3=2): (2.6)

4) Integral
1Z
0

y
a
J�(y)dy

shodits� pri �Re � � 1 < Re a < 1=2. Zdes~ leva� qast~ neravenstva

obespeqivaet shodimost~ v nule i prava� - na beskoneqnosti. Integral

(2.1) mo�et byt~ perepisan v vide (x de�stvitel~noe):

!
�

s
(x) = x

2�s
1Z
0

y
s

x3 + y3
J�(y)dy: (2.7)

Asimptotiki racional~no� funkcii v �tom integrale pri y! 0 i y!1
pri fiksirovannom x ime�t vid:

y
s

x3 + y3
� y

s

x3
; y! 0; x 6= 0;

y
s

x3 + y3
� y

s�3
; y!1:

�ti sootnoxeni� vmeste s neravenstvami (2.5) dokazyva�t sledu�wee

utver�denie:

Lemma 2.1. Pust~ x > 0, togda integral (2.1) shodits� pri

�Re � � 1 < Re s < 7=2; (2.8)

priqem pri �1 � � < Re s < 5=2 integral shodits� absol�tno (� -

de�stvitel~noe).
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2.2.2. Rekurrentnye sootnoxeni�

Funkci� Bessel� pervogo tipa J� udovletvor�et sledu�wim izvest-

nym rekurrentnym sootnoxeni�m:

2J 0
�
(z) = J��1(z)� J�+1(z) (2.9)

i
2�

z
J�(z) = J��1(z) + J�+1(z); (2.10)

iz kotoryh prosto poluqit~ sledu�wie sootnoxeni�:

2�

x
!
�

s
(x) = !

��1
s+1 (x) + !

�+1
s+1 (x)

i

2 (!�
s
(x))

0
= !

��1
s+1 (x)� !

�+1
s+1 (x);

priqem poslednee uravnenie vypoln�ets�, kogda differencirovanie pod

znakom integrala razrexeno.

Teper~ my pere�dem sobstvenno k vyqisleni� integrala. Dl� pro-

stoty rassmotrim snaqala neskol~ko qastnyh sluqaev par znaqeni� � i

s.

2.3. Sluqa� � = 0; s = 1=2

Kak skoro stanet pon�tno, �to odin iz prostyh sluqaev. Integral v

�tom sluqae vygl�dit sledu�wim obrazom:

!
0
1=2(x) =

1Z
0

p
y

1 + y3
J0(xy)dy:

Proizvedem zamenu peremenno� po formule t =
1

y
dl� privedeni� in-

tegrala k vidu svertki Mellina:

!
0
1=2(x) =

1Z
0

t
3=2

1 + t3
J0

�
x

t

�
dt

t

i primenim preobrazovanie Mellina:

M [!0
1=2(x)](�) =M

2
4 1Z
0

t
3=2

1 + t3
J0

�
x

t

�
dt

t

3
5 (�) =

=M

"
t
3=2

1 + t3

#
(�)M [J0(t)](�) =

1

3
�

�
1

2
+
�

3

�
�

�
1

2
� �

3

�
2��1

�
�
�

2

�
�
�
1� �

2

� ;
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gde

0 < Re � <
3

2
:

Teper~ mo�no primenit~ obratnoe preobrazovanie Mellina (po te-

oreme Sle�ter iz [42]) i perepisat~ funkci� !
0
1=2(x) v vide konturno-

go integrala, vz�togo vdol~ odno� iz razrexennyh traektori�, podrobno

opisannyh v [5]:

!
0
1=2(x) =

1

12�i

Z
LH

�
�
1
2
+ u

3

�
�
�
1
2
� u

3

�
�
�
u

2

�
�
�
1� u

2

� �
x

2

��u
du:

Ots�da, neposredstvenno po opredeleni� G-funkcii Me�era (Gm;n

p;q
) i H-

funkcii Foksa (Hm;n

p;q
) poluqaem sledu�wie predstavleni�:

!
0
1=2(x) =

1

6
H

2;1
1;3

2
4x
2

�
1
2
;
1
3

�
�
1
2
;
1
3

�
;

�
0; 1

2

�
;

�
0; 1

2

�
3
5 =

=
1

6�
G

5;2
2;7

0
@�x

6

�6 1
4
;
3
4

0; 1
4
;
1
3
;
2
3
;
3
4
; 0; 1

3
;
2
3

1
A =

1

6�
W

0
1=2

 �
x

6

�6!
:

Uslovi�, garantiru�wie predstavimost~ G-funkcii v vide summy obob-

wennyh gipergeometriqeskih r�dov po formule iz [5] sobl�deny (v qast-

nosti, nikakie dva iz ee pervyh p�ti ni�nih indeksov ne otliqa�ts� na

celoe qislo), sledovatel~no, vved� oboznaqenie:


0
1=2(z) =

2
p
2

9

�
�
1
4

�
�
�
3
4

�z3=2 1F6

2
4 1;

7
12
;
7
12
;
11
12
;
11
12
;
5
4
;
5
4
;
�
�
z

6

�635�

� 4
p
2

2025

�
�
�1

4

�
�
�
5
4

� z
9=2

1F6

2
4 1;

7
4
;
7
4
;
17
12
;
17
12
;
13
12
;
13
12
;
�
�
z

6

�635+

+
�

3
0F5

 
1

3
;
1

3
;
2

3
;
2

3
; 1;�

�
z

6

�6!
+

+
�

3(2 �p3 + 31=4)
z
2
0F5

 
2

3
;
2

3
; 1;

4

3
;
4

3
;�

�
z

6

�6!
�

� �

48(2 �p3 + 31=4)
z
4
0F5

 
1;
4

3
;
4

3
;
5

3
;
5

3
;�

�
z

6

�6!
;

vyvody dannogo paragrafa mogut byt~ sformulirovany v teoreme:

Teorema 2.1. Funkci� 
0
1=2(z) �vl�ets� analitiqeskim prodol�eniem

funkcii !0
1=2(x) v kompleksnu� oblast~, t.e. pri x > 0 !0

1=2(x) = 
0
1=2().

Napomnim, qto 1F6 i 0F5 - obobwennye gipergeometriqeskie funkcii,

�vl��wies� bystroshod�wimis� stepennymi r�dami s radiusom shodi-

mosti r =1.
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2.4. Sluqa� � = 0; s = 1

�tot sluqa� principial~no slo�nee, qem rassmotrenny� vyxe. Na-

pomnim, qto qerez �tu funkci� vyra�aets� reaktivnoe davlenie. Nepo-

sredstvenno iz opredeleni� !0
1(x)

!
0
1(x) =

1Z
0

y

1 + y3
J0(xy)dy

sleduet, qto v toqke x = 0 ee qetverta� proizvodna� ne suwestvuet, i

po�tomu �ta funkci� ne mo�et byt~ razlo�ena v r�d Te�lora v nule. V

kaqestve primera Dr. G. Little (Universitet Manqestera, Velikobrita-

ni�) dokazal, qto v sluqae � = 0; s = 0 pri x strem�wems� k nul� vtora�

proizvodna� funkcii stremits� k minus beskoneqnosti. V obwem sluqae,

kak budet pokazano dalee, esli �+s ravno celomu neotricatel~nomu qislu

ili minus dvum, v razlo�enii funkcii !�
s
prisutstvuet qlen vida:

x
�+� lnx

1X
k=0

ckx
k
;

gde � = 0; 2 ili 4 v zavisimosti ot znaqeni� summy � + s (sm. tak�e

paragraf 2.6 punkt 4, formula (2.39) i kommentarii k ne�).

2.4.1. Metod malogo parametra

Pervye xagi algoritma toqno takie �e, kak i v sluqae � = 0; s = 1=2.

Snova proizvedem tu �e zamenu peremenno�:

!
0
1(x) =

1Z
0

t

1 + t3
J0

�
x

t

�
dt

t
;

togda

M [!0
1(x)](�) =M

2
4 1Z
0

t

1 + t3
J0

�
x

t

�
dt

t

3
5 (�) =

=M

�
t

1 + t3

�
(�)M [J0(t)](�) =

1

3
�

�
1

3
+
�

3

�
�

�
2

3
� �

3

�
2��1

�
�
�

2

�
�
�
1 � �

2

� ;
gde

0 < Re � <
3

2
:

Snova primenim obratnoe preobrazovanie Mellina i perepixem funk-

ci� !
0
1(x) v vide konturnogo integrala:

!
0
1(x) =

1

12�i

Z
LH

�
�
1
3
+ u

3

�
�
�
2
3
� u

3

�
�
�
u

2

�
�
�
1� u

2

� �
x

2

��u
du: (2.11)
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Predstavlenie integrala qerez G-funkci� Me�era i H-funkci� Foksa

tak�e ne predstavl�et truda:

!
0
1(x) =

1

6
H

2;1
1;3

2
4x
2

�
1
3
;
1
3

�
�
1
3
;
1
3

�
;

�
0; 1

2

�
;

�
0; 1

2

�
3
5 =

=
1

6�
G

5;1
1;7

0
@�x

6

�6 1
6

0; 1
6
;
1
3
;
2
3
;
2
3
; 0; 1

3

1
A =

1

6�
W

0
1

 �
x

6

�6!
: (2.12)

Naxe� zadaqe� �vl�ets� poluqenie kakogo-libo \vyqislimogo" pred-

stavleni�, naprimer, v vide r�da. Odnako, v �tom sluqae �to ne mo�et

byt~ sdelano po standartnym formulam, t.k. dve �-funkcii iz qislitel�

(2.11) ime�t sovpada�wie pol�sa, qto pro�vilos~ v sovpadenii dvuh iz

pervyh p�ti ni�nih parametrov G-funkcii iz (2.12), qto zapreweno v [5].

Zdes~ imeet mesto tak nazyvaemy� logarifmiqeski� sluqa� G-funkcii

Me�era (H-funkcii Foksa), podrobno izuqenny� nami v pervo� glave.

Dl� poluqeni� trebuemogo razlo�eni� vospol~zuems� metodom malogo

parametra, opisannym v [42]. Imenno, rassmotrim funkci�

W
0
1 (�; ") = G

5;1
1;7

0
@� 1

6

0; 1
6
;
1
3
;
2
3
;
2
3
+ "; 0; 1

3

1
A ; (2.13)

gde " > 0 - proizvol~ny� parametr. Oqevidno,

W
0
1 (�; 0) = W

0
1 (�):

Funkci� iz (2.13) ne imeet logarifmiqesko� osobennosti i, sledovatel~-

no, mo�et byt~ predstavlena v vide summy obobwennyh gipergeometri-

qeskih r�dov po izvestno� formule iz [5]:

W
0
1 (�; ") = 2��

�
1

3

�
�

�
2

3
+ "

�
0F5

�
1

3
� ";

1

3
;
2

3
;
2

3
; 1;��

�
�

�36p��
�
1

2
+ "

�
�
1

6 1F6

2
4 1;

1
2
� ";

1
2
;
5
6
;
5
6
;
7
6
;
7
6
;
� �

3
5+

+18��

�
2

3

�
�

�
1

3
+ "

�
�
1

3 0F5

�
2

3
� ";

2

3
;
4

3
;
4

3
; 1;��

�
+

+�

2
4 �2

3
� ";�1

2
� ";�1

3
� ";�"; 3

2
+ "

4
3
+ ";

5
3
+ "

3
5 � 2

3
+"�

�0F5

�
1 + ";

4

3
+ ";

4

3
+ ";

5

3
+ ";

5

3
+ ";��

�
�

�81

4
�� (") �

2

3 0F5

�
1� ";

4

3
;
4

3
;
5

3
;
5

3
;��

�
: (2.14)
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Oboznaqim slagaemye iz (2.14) A"

i
; i = 1; : : : ; 5 v tom por�dke, v kotorom

oni privedeny. Pri ", strem�wems� k nul�, A"

4 i A
"

5 strem�ts� k1, obra-

zu� neopredelennost~ 1�1. Kak pokazano v [42], �ta neopredelennost~

ustranima. Dl� ee raskryti� zamenim funkcii, soder�awie ", ih asim-

ptotikami pri " ! 0. Vyqislim snaqala A"

4. Dl� �togo my razlo�im

simvola Pohgammera po formule Te�lora iz [42]:

(a+ ")k = (a)k
�
1 + "( (a+ k)�  (a)) +O("2)

�
;

gde  (z) - logarifmiqeska� proizvodna� �-funkcii. �to vyra�enie my

podstavim v predstavlenie v vide r�da obobwenno� gipergeometriqesko�

funkcii 0F5 iz A
"

4 soglasno opredeleni� (1.2):

0F5

�
1 + ";

4

3
+ ";

4

3
+ ";

5

3
+ ";

5

3
+ ";��

�
=

=
1X
k=0

1

(1)k
�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

(��)k
k!

�

� 1

1 + "

h
 (1 + k)�  (1) + 2 

�
4
3
+ k

�
� 2 

�
4
3

�
+ 2 

�
5
3
+ k

�
� 2 

�
5
3

�i
+O ("2)

:

Zamenim �-funkcii iz A"

4 ih asimptotikami ([42]):

�

2
4 �2

3
� ";�1

2
� ";�1

3
� ";�"; 3

2
+ "

4
3
+ ";

5
3
+ "

3
5 =

=
81

4

�

"

1� "

�
 

�
�2

3

�
+  

�
�1

2

�
+  

�
�1

3

�
+  (1)�  

�
3
2

��
+O ("2)

1 + "

�
 

�
4
3

�
+  

�
5
3

��
+O ("2)

;

i, zaverxa� razlo�enie A"

4, vypixem asimptotiku

�
2

3
+" = �

2

3

�
1 + " ln �+O

�
"
2
��
:

Peremno�a� vse somno�iteli, okonqatel~no imeem:

A
"

4 =
81

4
�
2

3

�

"

1X
k=0

1

(1)k
�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

(��)k
k!

�

�
1 + "

h
ln ��  

�
�2

3

�
�  

�
�1

2

�
�  

�
�1

3

�
�  (1) +  

�
3
2

�i
+O ("2)

1 + "

h
 (1 + k)�  (1) + 2 

�
4
3
+ k

�
�  

�
4
3

�
+ 2 

�
5
3
+ k

�
�  

�
5
3

�i
+O ("2)

:

Analogiqno

A
"

5 = �81

4
�
2

3

�

"

h
1 + " (1) +O("2)

i
�

�
1X
k=0

1

(1)k
�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

(��)k
k!

1

1� " [ (1 + k)�  (1)] +O("2)
:
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Teper~ my mo�em sobstvenno pere�ti k raskryti� neopredelennosti:

A
"

4 +A
"

5 =
81

4
��

2

3

1X
k=0

1

(1)k
�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

(��)k
k!

�

�
�
ln �� 2 (1 + k) � 2 

�
4

3
+ k

�
� 2 

�
5

3
+ k

�
+  

�
4

3

�
+

+ 

�
5

3

�
�  

�
�2

3

�
�  

�
�1

2

�
�  

�
�1

3

�
+  

�
3

2

�
+O(")

�
�

� 1

1 + "

h
2 (1 + k)� 2 (1) + 2 

�
4
3
+ k

�
�  

�
4
3

�
+ 2 

�
5
3
+ k

�
�  

�
5
3

�i
+O ("2)

"!0�!

! 81

4
��

2

3

1X
k=0

ln � � 2 (1 + k)� 2 
�
4
3
+ k

�
� 2 

�
5
3
+ k

�
(1)k

�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

(��)k
k!

:

Soverxenny� nami predel~ny� perehod trebuet obosnovani�. V ego le-

vo� qasti stoit razlo�enie funkcii dvuh peremennyh g(�; ") v dvo�no�

stepenno� r�d. �ta funkci� analitiqeska� vsledstvie analitiqnosti

po parametram funkcii Gm;n

p;q
((ap); (bq); �). Vsledstvie ravnomerno� sho-

dimosti stepennyh r�dov, spravedlivy sledu�wie operacii izmeneni�

por�dka summirovani� i predel~nogo perehoda pod znakom summy:

g(�; ") = lim
"!0

1X
k=0

1X
n=0

gk;n"
n
�
k = lim

"!0

1X
n=0

"
n

1X
k=0

gk;n�
k =

=
1X
n=0

lim
"!0

"
n

1X
k=0

gk;n�
k =

1X
k=0

gk;0�
k
;

qto i dokazyvaet spravedlivost~ proizvedennogo predel~nogo perehoda.

Vposledstvii my bol~xe ne budem ostanavlivat~s� na obosnovanii pra-

vomernosti �to� operacii v analogiqnyh mestah paragrafov 2.5 i 2.6.

Zametiv, qto lim
"!0

A
"

i
= A

0
i
; i = 1; 2; 3, okonqatel~no poluqaem sledu�wee

utver�denie:

Teorema 2.2.Funkci�


0
1(z) =

1

6�

�
A

0
1 +A

0
2 +A

0
3 + lim

"!0
(A"

4 +A
"

5)

�
=

=
2�

3
p
3
0F5

 
1

3
;
1

3
;
2

3
;
2

3
; 1;�

�
z

6

�6!
�

�z 1F6

2
4 1;

1
2
;
1
2
;
5
6
;
5
6
;
7
6
;
7
6
;
�
�
z

6

�635+

+
�

6
p
3
z
2

0F5

 
2

3
;
2

3
;
4

3
;
4

3
; 1;�

�
z

6

�6!
�
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� 1

192
z
4

1X
k=0

 (1 + k) +  

�
4
3
+ k

�
+  

�
5
3
+ k

�
(1)k

�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

�
�
�
z

6

�6�k
k!

+

+
1

64
z
4 ln

z

6
0F5

 
1;
4

3
;
4

3
;
5

3
;
5

3
;�

�
z

6

�6!
(2.15)

�vl�ets� analitiqeskim prodol�eniem v kompleksnu� oblast~ funkcii

!
0
1(x) i pri x > 0 !0

1(x) = 
0
1(x).

2.4.2. Metod vyqetov

Tot �e rezul~tat mo�et byt~ poluqen pr�mym summirovaniem vyqe-

tov podyntegral~no� funkcii iz (2.11). Vse vykladki, kotorye my zdes~

proizvedem, u�e byli nami ranee privedeny v pervo� glave dl� obwego

sluqa� G-funkcii. Dl� nagl�dnosti my ih povtorim dl� dannogo qast-

nogo sluqa�, no se�qas my budem ishodit~ iz opredeleni� H-funkcii Fok-

sa, privod� odnovremenno ssylki na sootvetstvu�wie formuly 1 glavy.

Vvedem oboznaqenie:

H0
1(z; u) =

�
�
1
3
+ u

3

�
�
�
2
3
� u

3

�
�
�
u

2

�
�
�
1 � u

2

� �
z

2

��u
:

Togda


0
1(z) =

1

12�i

Z
LH

H0
1(z; u)du:

H0
1(z; u) imeet pol�sa v toqkah, v kotoryh ime�t pol�sa vhod�wie v

nee �-funkcii, imenno:
u

3
+
1

3
= �n) u = �3n�1; u

2
= �m) u = �2m;

2

3
�u
3
= �l) u = 3l+2; n;m; l = 0; 1; : : : V toqkah, v kotoryh vypoln��t-

s� srazu neskol~ko iz privedennyh ravenstv, funkci� H0
1(z; u) imeet krat-

nye pol�sa. Oqevidno, mogut vypoln�t~s� odnovremenno tol~ko pervye

dva ravenstva: u = �2m = �3n� 1, u = uk = �6k � 4; k = 0; 1; : : : Na�-

dem vyqety H0
1(z; u) v �tih toqkah (pol�sa vtorogo por�dka tipa (0,0)):

res
u=uk

H0
1(z; u) = lim

u!uk

d

du

h
(u� uk)

2H0
1(z; u)

i
=

= lim
u!uk

(
2(u� uk)H0

1(z; u) + (u� uk)
2 d

du
H0

1(z; u)

)
=

= lim
u!uk

(u� uk)H0
1(z; u) f2 + (u� uk)�

�
�
� ln

z

2
+
1

3
 

�
1

3
+
u

3

�
+
1

2
 

�
u

2

�
� 1

3
 

�
2

3
� u

3

�
+
1

2
 

�
1 � u

2

���
:
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Dalee, vospol~zovavxis~ funkcional~nym uravneniem dl�  -funkcii (na-

pr. [5]) i zameniv kotangens vblizi nul� ego asimptotiko�:

 (y � n) =  (1� y + n)� � cot�y =  (1� y + n)� 1

y
+O(y); y! 0;

imeem:

res
u=uk

H0
1(z; u) = lim

u!uk

(u� uk)H0
1(z; u) f2 + (u� uk)�

�
�
� ln

z

2
+  

�
�1

2
(u� uk) + 3k + 3

�
� 2

u� uk
+O(u� uk)

��
=

= lim
u!uk

h
(u� uk)

2H0
1(z; u)

i �
� ln

z

2
+  (3k + 3)

�
:

Dalee, vospol~zovavxis~ predel~nym ravenstvom dl� �-funkcii

lim
y!0

y�(y � n) =
(�1)n
n!

; n = 0; 1; : : : ;

vyteka�wim iz opredeleni� vyqeta funkcii i znaqeni� vyqetov �-funkcii,

nahodim predel:

res
u=uk

H0
1(z; u) = 6

�
z

2

�6k+4 (�1)k+1
�(3k + 3)�(3k + 3)

�
� ln

z

2
+  (3k + 3)

�
:

Nakonec, vospol~zovavxis~ formulo� tro�nogo argumenta �-funkcii, po-

luqaem

res
u=uk

H0
1(z; u) = � z

4

32

 (k + 1) +  

�
k + 4

3

�
+  

�
k + 5

3

�
� 3 ln z

6

(1)k
�
4
3

�
k

�
4
3

�
k

�
5
3

�
k

�
5
3

�
k

�
�
�
z

6

�6�k
k!

:

Neslo�no proverit~, qto to �e razlo�enie poluqaets� primeneniem for-

muly (1.15). Nam ostaets� lix~ prosummirovat~ poluqennye znaqeni�

vyqetov po k ot 0 do 1, domno�it~ poluqennu� summu na ko�fficient

pri H-funkcii Foksa 1=6 i zametit~ toqnoe sovpadenie poluqennogo vy-

ra�eni� s summo� poslednih dvuh qlenov iz (2.15).

Teper~ posqitaem vyqety v prostyh pol�sah. V dannom primere vse

prostye pol�sa tipa (0,0). Vyqety v nih vyqisl��ts� po formule (1.11).

Pust~ teper~ uk = �6k, vyqet funkcii v �tih toqkah raven

res
u=uk

H0
1(z; u) = lim

u!uk

(u� uk)H0
1(z; u) =

=
�
�
1
3
� 2k

�
�
�
2
3
+ 2k

�
�(1 + 3k)

�
z

2

�6k
lim
u!uk

(u� uk)�

�
1

2
(u� uk)� 3k

�
=

=
4�p
3

�
�
�
z

6

�6�k
�
1
3

�
k

�
1
3

�
k

�
2
3

�
k

�
2
3

�
k
(1)kk!

:
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Netrudno videt~, qto poluqennoe vyra�enie, razdelennoe na 6 i prosum-

mirovannoe po k, sootvetstvuet pervomu qlenu (2.15).

Sledu�wa� gruppa pol�sov sootvetstvuet znaqeni�m argumenta uk =

�6k � 1:

res
u=uk

H0
1(z; u) =

=
�
�
�1

2
� 3k

�
�(1 + 2k)

�
�
3
2
+ 3k

� �
z

2

�6k+1
lim
u!uk

(u�uk)�
�
1

3
+
1

3
(u� uk)� 2k � 1

3

�
=

= �6z
(1)k

�
�
�
z

6

�6�k
�
1
2

�
k

�
1
2

�
k

�
5
6

�
k

�
5
6

�
k

�
7
6

�
k

�
7
6

�
k
k!
:

�ta gruppa pol�sov daet vtoro� qlen (2.15).

Posledn�� gruppa pol�sov sootvetstvuet znaqeni�m argumenta uk =

�6k � 2:

res
u=uk

H0
1(z; u) =

�p
3
z
2

�
�
�
z

6

�6�k
�
2
3

�
k

�
2
3

�
k

�
4
3

�
k

�
4
3

�
k
(1)kk!

;

qto sootvetctvuet tret~emu qlenu (2.15) i zaverxaet proverku.

2.5. Sluqa� � = 0; s - l�boe

�tot sluqa� vse ewe znaqitel~no prowe samogo obwego, odnako, zdes~

my u�e vstreqaems� s obeimi vozmo�nost�mi - naliqi� u funkciiH0
s
(z; u),

tako� qto


0
s
(z) =

1

12�i

Z
LH

H0
s
(z; u)du

tol~ko prostyh pol�sov (kak v sluqae � = 0; s = 1=2) i naliqi� u nee

kak prostyh tak i pol�sov vtorogo por�dka (kak v sluqae � = 0; s = 1), v

zavisimosti ot konkretnogo znaqeni� s. Imeem

!
0
s
(x) =

1Z
0

y
s

1 + y3
J0(xy)dy: (2.16)

Proizved� vse tu �e zamenu peremenno�, perepixem integral (2.16) v

vide svertki Mellina i primenim preobrazovanie Mellina:

M [!0
s
(x)](�) =M

2
4 1Z
0

y
2�s

1 + y3
J0

 
x

y

!
dy

y

3
5 (�) =

=M

"
y
2�s

1 + y3

#
(�)M [J0(y)](�) =

1

3
�

�
2

3
+
�

3
� s

3

�
�

�
1

3
� �

3
+
s

3

�
2��1

�
�
�

2

�
�
�
1� �

2

� ;
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gde

max(0; Re s� 2) < Re � < min

�
3

2
;Re s+ 1

�
;

to est~

�1 < Re s < 7=2: (2.17)

Togda, ispol~zu� tablicu preobrazovani� Mellina iz [48],

!
0
s
(x) = 
0

s
(x) =

1

6
H

2;1
1;3

2
4x
2

�
2
3
� s

3
;
1
3

�
�
2
3
� s

3
;
1
3

�
;

�
0; 1

2

�
;

�
0; 1

2

�
3
5 =

=
1

6�
G

5;2
2;8

0
@�x

6

�6 1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
; 0; 1

3
;
2
3
; 0; 1

3
;
2
3

1
A =

=
1

6�
W

0
s

 �
x

6

�6!
;

gde, kak i ran~xe, 
0
s
(z) - analitiqeskoe prodol�enie funkcii !

0
s
(x).

Dal~xe my budem rassmatrivat~ imenno ee.

Proverim suwestvovanie privedennyh vyxe G-funkcii Me�era i H-

funkcii Foksa. Sootvetstvu�wie uslovi� privedeny i obosnovany nami

v pervo� glave, tak�e oni mogut byt~ na�deny, naprimer, v [5]. Opuska�

prome�utoqnye vykladki (oni budut privedeny so vsemi podrobnost�-

mi ni�e dl� sluqa� proizvol~nyh znaqeni� parametrov � i s), uka�em

tol~ko, qto usloviem suwestvovani� G- (H-) funkcii �vl�ets�

s =2 f�1g [ f�3;�4;�5; : : :g; (2.18)

vproqem, �ti znaqeni� otseqeny ograniqeniem (2.17). Znaqeni�

s 2 f4g [ f6; 7; 8; : : :g; (2.19)

pri kotoryh proishodit uniqto�enie pol�sov qislitel� obraza Melli-

na integrala (2.16) s pol�sami ego znamenatel� (podrobnye ob��sneni�

tak�e v sledu�wem paragrafe), my tak�e zdes~ ne budem rassmatrivat~.

Otmetim tak�e, qto uslovie (2.17) �vl�et� na samom dele usloviem su-

westvovani� preobrazovani� Mellina integrala (2.16), sami �e G- i H-

funkcii suwestvu�t pri proizvol~nyh znaqeni�h parametra s, krome

ukazannyh v (2.18).

Dalee, esli nikakie dva iz pervyh p�ti ni�nih parametrov funkcii

G
5;2
2;8 (oboznaqim ih b1; : : : ; b5) ne otliqa�ts� na celoe qislo, to spraved-

livo predstavlenie:

W
0
s
(�) = ��

2
4 s

6
� 1

3
;

s

6
;

s

6
+ 1

3
4
3
� s

6
; 1� s

6
;

2
3
� s

6

3
5 � 1

3
� s

6�
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�1F6

2
4 1;

2
3
� s

6
;
2
3
� s

6
; 1� s

6
; 1� s

6
;
4
3
� s

6
;
4
3
� s

6
;
� �

3
5�

���
2
4 s

6
� 5

6
;

s

6
� 1

2
;

s

6
� 1

6
11
6
� s

6
;

3
2
� s

6
;

7
6
� s

6

3
5 � 5

6
� s

6�

�1F6

2
4 1;

7
6
� s

6
;
7
6
� s

6
;
3
2
� s

6
;
3
2
� s

6
;
11
6
� s

6
;
11
6
� s

6
;
� �

3
5+

+�

�
1

3
� s

6
;
5

6
� s

6
;
1

6
+
s

6
;
2

3
+
s

6

�
�

�0F5

�
1

3
;
1

3
;
2

3
;
2

3
; 1;��

�
�

�9�
�
�s
6
;
1

2
� s

6
;
1

2
+
s

6
; 1 +

s

6

�
�
1

3�

�0F5

�
2

3
;
2

3
; 1;

4

3
;
4

3
;��

�
+

+
81

4
�

�
�1

3
� s

6
;
1

6
� s

6
;
5

6
+
s

6
;
4

3
+
s

6

�
�
2

3�

�0F5

�
1;
4

3
;
4

3
;
5

3
;
5

3
;��

�
: (2.20)

Dl� slagaemyh iz privedenno� vyxe formuly (2.20) my budem ispol~zo-

vat~ oboznaqeni� As

1; : : : ; A
s

5 v tom por�dke, v kotorom oni vypisany.

Rassmotrim teper~ sluqai, kogda kakie-libo dva iz parametrov b1; : : : ; b5

otliqa�ts� na nekotoroe r - celoe qislo. �to dostigaets� pri nekotoryh

opredelennyh znaqeni�h s, a imenno pri

s = si 2 f�2 + 6r; 6r; 1 + 6r; 2 + 6r; 3 + 6r; 5 + 6rg; r = 0;�1;�2; : : :

Uqityva� (2.17), mno�estvo si su�aets� do si 2 f0; 1; 2; 3g; pri �tom r = 0

i kakie-to dva iz b1; : : : ; b5 ravny, a imenno ravny odin iz pervyh dvuh

i odin iz poslednih treh �tih parametrov. Perenumeruem, esli nu�no,

pervye p�t~ ni�nih ko�fficientov funkcii G
5;2
2;8 b1; : : : ; b5 tak, qtoby

b1 = b3; b2 - ostavxi�s� iz pervyh dvuh parametrov b1; b2; b4 i b5 - ostav-

xies� iz p�ti v proizvol~nom por�dke. Vypixem znaqeni� bj, sootvet-

stvu�wie konkretnym znaqeni�m si, v vide tablicy:

si 0 1 2 3

b1 = b3
1
3

2
3

0 1
3

b2
5
6

1
6

1
2

�1
6

b4 0 0 1
3

0

b5
2
3

1
3

2
3

2
3
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Pust~ teper~ s = si + 6"; " > 0. Togda razlo�enie (2.20) spravedli-

vo. Pri stremlenii " k nul� dva iz As

i
; i = 1; : : : ; 5 strem�ts� k 1 i ih

summa obrazuet neopredelennost~ vida 1�1. Kakie imenno As

i
stanut

neograniqennymi zavisit ot konkretnogo znaqeni� si. Oboznaqim summu

dvuh neograniqennyh slagaemyh �s, a summu ostal~nyh treh - �s. Togda

sluqai razliqnyh si mo�no vypisat~ v vide tablicy:

si 0 1 2 3

�s A
s

1 +A
s

4 A
s

2 +A
s

5 A
s

1 +A
s

3 A
s

2 +A
s

4

�s A
s

2 +A
s

3 +A
s

5 A
s

1 +A
s

3 +A
s

4 A
s

2 +A
s

4 +A
s

5 A
s

1 +A
s

3 +A
s

5

Dl� udobstva perenumeruem As

i
po analogii s bi: pust~ A

s

1 - tot iz per-

vyh dvuh slagaemyh (2.20), kotory� pri stremlenii " k nul� stanovits�

neograniqennym. As

2 - ostavxi�s� iz pervyh dvuh; A
s

3 - vtoroe neograni-

qennoe slagaemoe; As

4 i A
s

5 - ostavxies� dva, sootvetstvu�wie b4 i b5 v

tom smysle, qto As

4 imeet somno�itelem �
b4, a As

5 - �
b5 .

Qtoby imet~ vozmo�nost~ rassmatrivat~ vse pereqislennye sluqai

znaqeni� si srazu, my vvedem novye universal~nye oboznaqeni� dl� para-

metrov funkci� As

i
i vypixem �s v �vnom vide:

�si+6" = C1

1

"

�(1 + ")

�(1 � ")
�

2
4 a1 + "; a2 + "

1 � a1 � "; 1� a2 � "

3
5 �b1�"�

�1F6

2
4 1;

1 � a1 � "; 1� a1 � "; 1� a2 � "; 1� a2 � "; 1� "; 1� ";
� �

3
5�

�C2

1

"
� [1 � "; d1 � "; d2 + "; d3 + "] �b2�

�0F5 (1� a1; 1 � a1; 1� a2; 1 � a2; 1;��) : (2.21)

Vvedennye konstanty pri razliqnyh znaqeni�h si prinima�t znaqe-

ni�:

si 0 1 2 3

a1 �1
3

�2
3

1
3

�1
3

a2
1
3

�1
3

2
3

1
3

d1
1
2

�1
2

1
2

�1
2

d2
1
2

1 1
2

1

d3 1 3
2

1 3
2

C1 � �� � ��
C2 �9 81

4
1 �9
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Razlo�im �-funkcii iz pervogo slagaemogo (2.21) v r�d po stepen�m ":

�

2
4 1 + "; a1 + "; a2 + "

1� "; 1� a1 � "; 1 � a2 � "

3
5 =

= �

2
4 a1; a2

1 � a1; 1� a2

3
5�

� 1 + " ( (1) +  (a1) +  (a2)) +O ("2)

1� " ( (1) +  (1� a1) +  (1� a2)) +O ("2)
;

razlo�enie v r�d �ksponenty daet:

�
b1�" = �

b1

�
1 � " ln �+O

�
"
2
��
:

Ispol~zu� formulu razlo�eni� v r�d simvolov Pohgammera, perepixem

gipergeometriqesku� funkci� v vide:

1F6

2
4 1;

1 � a1 � "; 1� a1 � "; 1� a2 � "; 1� a2 � "; 1� "; 1� ";
� �

3
5 =

=
1X
k=0

1

(1 � a1)k(1 � a1)k(1 � a2)k(1� a2)k(1)k

(��)k
k!

�

� [1 � 2" ( (1� a1 + k) +  (1� a2 + k) +  (1 + k)�
� (1� a1)�  (1� a2)�  (1)) +O

�
"
2
�i�1

:

Analogiqno razlo�im �-funkcii iz vtorogo slagaemogo (2.21):

�(1 � ")�(d1 � ")�(d2 + ")�(d3 + ") =

= �(d1)�(d2)�(d3)
�
1 + " (� (1)�  (d1) +  (d2) +  (d3)) +O

�
"
2
��
:

Zameqa�, qto

C1�

2
4 a1; a2

1� a1; 1� a2

3
5 = C2�(d1)�(d2)�(d3)

i ustreml�� " k nul�, imeem:

�si+6"(z)! �si
(z) =

�
z

6

�6b1
C1

�(a1)�(a2)

�(1 � a1)�(1 � a2)
�

�
1X
k=0

2 (1 � a1 + k) + 2 (1� a2 + k) + 2 (1 + k)� 6 ln
�
z

6

�
(1� a1)k(1� a1)k(1� a2)k(1� a2)k(1)k

�
�
�
z

6

�6�k
k!

:
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Predely slagaemyh (2.20) s nomerami 2, 4 i 5 ravny A
si+6"
j

"!0�! A
si

j
j =

2; 4; 5, togda okonqatel~ny� rezul~tat mo�no predstavit~ v vide:


0
s
(z) =

1

6�
(�si

+ �si
) =

1

6�
(�si

+A
si

2 +A
si

4 +A
si

5 ) : (2.22)

Podyto�iva� skazannoe v �tom paragrafe, privedem sledu�wu� teo-

remu:

Teorema 2.3. Funkci� 
0
s
(z), sovpada�wa� s funkcie� !0

s
(x) pri polo-

�itel~nyh znaqeni�h argumenta i pri vypolnenii uslovi� (2.17), �vl�-

ets� ee analitiqeskim prodol�eniem v oblast~ kompleksnyh znaqeni�

argumenta z i parametra s s sobl�deniem tol~ko lix~ uslovi� (2.18).

Pri �tom funkci� 
0
s
(z) mo�et byt~ razlo�ena v r�d (pri s =2 f4g [

f6; 7; 8; : : :g) po odno� iz formul: (2.20) pri s =2 S = f�2g [ f0; 1; 2; 3; 5g i
(2.22) pri s 2 S.

2.6. Obwi� sluqa�

Perepixem integral (2.1) v vide svertki Mellina i primenim pre-

obrazovanie Mellina:

M [!�
s
(x)](�) =M

2
4 1Z
0

y
2�s

1 + y3
J�

 
x

y

!
dy

y

3
5 (�) =

=M

"
y
2�s

1 + y3

#
(�)M [J�(y)](�) =

1

3
�

�
2

3
+
�

3
� s

3

�
�

�
1

3
� �

3
+
s

3

�
2��1

�
�
�

2
+ �

2

�
�
�
�

2
� �

2
+ 1

� ;
gde

max(�Re �; Re s� 2) < Re � < min

�
3

2
;Re s+ 1

�
: (2.23)

Otmetim, qto preobrazovanie Mellina funkcii (2.1) mo�et byt~ polu-

qeno tak�e s ispol~zovaniem predstavleni� �to� funkcii v vide preobra-

zovani� Hankel� racional~no� funkcii:

!
�

s
(x) =

1p
x

1Z
0

y
s�1=2

1 + y3

p
xyJ�(xy)dy =

1p
x
H�

"
y
s�1=2

1 + y3
;x

#
:

Togda obraz Mellina funkcii (2.1) mo�et byt~ poluqen s ispol~zova-

niem formuly (napr. iz [130]) preobrazovani� Mellina preobrazovani�

Hankel�

M [H� [f(y);x]](�) = 2��1=2
�
�
1
4
+ �

2
+ �

2

�
�
�
3
4
+ �

2
� �

2

�M [f(x)](1� �):

47



Uslovie (2.23) bolee strogoe, qem (2.8). Vmesto uslovi� Re � > �9=2
v (2.8) zdes~ my imeem Re � > �3=2. �to proishodit potomu, qto teper~
my trebuem shodimosti ne tol~ko integrala (2.1), no tak�e i shodimost~

ka�dogo iz integralov M

"
y
2�s

1 + y3

#
(z) i M [J�(y)](z).

Togda, ispol~zu� tablicu preobrazovani� Mellina iz [48],

!
�

s
(x) =

1

12�i

Z
LH

�
�
2
3
� s

3
+ u

3

�
�
�
�

2
+ u

2

�
�
�
1
3
+ s

3
� u

3

�
�
�
�

2
+ 1 � u

2

� �
x

2

��u
du = (2.24)

=
1

6
H

2;1
1;3

2
4x
2

�
2
3
� s

3
;
1
3

�
�
2
3
� s

3
;
1
3

�
;

�
�

2
;
1
2

�
;

�
��

2
;
1
2

�
3
5 = 1

12�2i
�

�
Z
LG

�

2
4 1

3
� s

6
+ u;

5
6
� s

6
+ u;

�

6
+ u;

�

6
+ 1

3
+ u;

�

6
+ 2

3
+ u;

2
3
+ s

6
� u;

1
6
+ s

6
� u

�

6
+ 1

3
� u;

�

6
+ 2

3
� u;

�

6
+ 1� u

3
5�

(2.25)

�
�
x

6

��6u
du =

1

6�
G

5;2
2;8

0
@�x

6

�6 1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
;
�

6
;
�

6
+ 1

3
;
�

6
+ 2

3
;��

6
;��

6
+ 1

3
;��

6
+ 2

3

1
A =

=
1

6�
W

�

s

 �
x

6

�6!
:

Zdes~ LG i LH -traektorii integrirovani� v kompleksno� ploskosti, po-

drobno opisannye ranee. Integraly (2.25) i (2.24) shod�ts� pri pro-

izvol~nyh kompleksnyh x; � i s, krome \zaprewennyh" znaqeni� � i s,

pri kotoryh postroenie podhod�wego kontura integrirovani� nevozmo�-

no (�ti znaqeni� razobrany ni�e). Sledovatel~no, kak i ran~xe, my

mo�em rassmatrivat~ analitiqeskoe prodol�enie funkcii !�
s
(x) - funk-

ci� 
�

s
(z), ne ograniqiva� seb� usloviem (2.23). Sootvetstvenno, my bu-

dem govorit~ o gipergeometriqeskih funkci�h kompleksnogo argumenta

G(z); H(z); W �

s

 �
z

6

�6!
.

Privedem nekotorye sledstvi� poluqennogo predstavleni�. Izvestno,

qto preobrazovanie Hankel� ravno svoemu obratnomu. Sledovatel~no pri-

vedennye vyxe vyra�eni� funkcii !�
s
qerez G- i H-funkcii nemedlenno

da�t preobrazovani� Hankel� sootvetstvu�wih G- i H-funkci�.

Pri polucelyh znaqeni�h parametra � funkci� Bessel� vyra�aets�

qerez kosinus i sinus po formulam vida

J�(k+1=2)(z) = (�z=2)�1=2(p�
k
(1=z) sin z + q

�
k
(1=z) cos z); k = 0; 1; : : : ;

gde p�
k
(1=z) i q�

k
(1=z) - mnogoqleny por�dka k. V qastnosti p+0 = 1; q+0 = 0

i J1=2(z) = (�z=2)�1=2 sin z; p�0 = 0; q�0 = 1 i J�1=2(z) = (�z=2)�1=2 cos z.

Algoritm vyqisleni� p�
k
i q

�
k
i �vnye formuly �tih mnogoqlenov dl�
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k = 0; 1; : : : ; 5 mogut byt~ na�deny, naprimer, v [103]. Odnako, i pri

�tih znaqeni�h � G-funkci� Me�era (H-funkci� Foksa) iz privedenno�

vyxe formuly ne svodits� k bolee prostym funkci�m, v qastnosti �to

znaqit, qto Fur~e sinus- i kosinus-preobrazovani� funkcii ys=(1 + y
3)

vyra�a�ts� qerez vysxie transcendentnye funkcii.

My budem ispol~zovat~ oboznaqenie dl� podyntegral~no� funkcii iz

(2.24) H�

s
(x; u), tak qto

!
�

s
(x) =

1

12�i

Z
L

H�

s
(x; u)du:

Oqevidno, dl� analitiqeskogo prodol�eni� spravedlivo


�

s
(z) =

1

12�i

Z
L

H�

s
(z; u)du:

Analogiqno, podyntegral~nu� funkci� iz (2.25) oboznaqim G�
s
(x; u), tak

qto


�

s
(z) =

1

12�2i

Z
L

G�
s
(z; u)du:

Razberem podrobno vse vozmo�nye soqetani� znaqeni� parametrov H-

(G-) funkcii. Pre�de, qem neposredstvenno pere�ti k rassmotreni� kon-

kretnyh sluqaev, my vypixem dl� nagl�dnosti pol�sa vseh �-funkci�

iz opredeleni� (2.24), odnovremenno privod� obwi� vid sootvetstvu�wih

�-funkci� iz obwego opredeleni� H-funkcii (1.5):

(i) �(bi +Biu); i = 1; 2 : (2.26)

�

�
2

3
� s

3
+
u

3

�
: s� 2 � 3k;

�

�
�

2
+
u

2

�
: � � � 2k;

(ii) �(1 � ai �Aiu); i = 1 : (2.27)

�

�
1

3
+
s

3
� u

3

�
: s+ 1 + 3k;

(iii)�(1 � bi �Biu); i = 3 : (2.28)

�

�
�

2
+ 1 � u

2

�
: � + 2 + 2k

ili, v oboznaqeni�h opredeleni� (2.25) i (1.4):

(i) �(bi + u); i = 1; : : : ; 5 : (2.29)

�

�
1

3
� s

6
+ u

�
:
s

6
� 1

3
� k;

�

�
5

6
� s

6
+ u

�
:
s

6
� 5

6
� k;
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�

�
�

6
+ u

�
: � �

6
� k;

�

�
�

6
+
1

3
+ u

�
: � �

6
� 1

3
� k;

�

�
�

6
+
2

3
+ u

�
: � �

6
� 2

3
� k;

(ii) �(1 � ai � u); i = 1; 2 : (2.30)

�

�
2

3
+
s

6
� u

�
:
s

6
+
1

6
+ k;

�

�
1

6
+
s

6
� u

�
:
s

6
+
2

3
+ k;

(iii)�(1 � bi � u); i = 6; 7; 8 : (2.31)

�

�
�

6
+
1

3
� u

�
:
�

6
+
1

3
+ k;

�

�
�

6
+
2

3
� u

�
:
�

6
+
2

3
+ k;

�

�
�

6
+ 1� u

�
:
�

6
+ 1 + k;

gde k = 0; 1; : : :

Rassmotrim vse vozmo�nye sootnoxeni� me�du pol�sami �-funkci�:

a) sovpada�t pol�sa �-funkci� vida (2.26) i (2.27) (ili, qto to �e

samoe, (2.29) i (2.30)). Takie sovpadeni� proishod�t, esli

�� � 2k1 = 1 + s+ 3k2; k1; k2 = 0; 1; 2; : : : ;

t.e. pri

s+ � = � = �1 � 2k1 � 3k2 () � 2 � = f�1g [ f�3;�4;�5; : : :g:

b) sovpada�t me�du sobo� pol�sa �-funkci� vida (2.26). Takie so-

vpadeni� proishod�t, esli vypoln�ets� sootnoxenie

s� 2 � 3k1 = �� � 2k2 ) s+ � = � 2 Z:

v) sovpada�t pol�sa �-funkci� iz naborov (2.26) i (2.28). Uslovi�

dl� takih sovpadenih sledu�wie:

s� 2� 3k1 = � + 2 + 2k2 ili � � � 2k1 = � + 2 + 2k2;

t.e. pri

s� � = � = 4 + 2k2 + 3k1 () � 2M = f4g [ f5; 6; 7; : : :g

ili

� 2 �N = f�1;�2;�3; : : :g:
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Teper~ neposredstvenno razberem vse vozmo�nye kombinacii znaqeni�

parametrov � i s i to, kak oni vli��t na razlo�enie G- (H-) funkcii.

Pre�de vsego opredelim uslovi� suwestvovani� G- (H-) funkcii. Kak

u�e bylo ukazanno v glave 1, H- (G-) funkci� ne suwestvuet, kogda po-

l�sa �-funkci� iz qislitel� podyntegral~no� funkcii v ee opredele-

nii (2.24) (sootvetstvenno, (2.25)) vida �(bi + Biu); i = 1; : : : ;m (funk-

cii B+ v oboznaqeni�h 1 glavy) sovpada�t s pol�sami �-funkci� vida

�(1 � aj �Aju); j = 1; : : : ; n (funkcii A+) (t.e., esli imeet mesto sluqa�

(a)), imenno, esli s + � = � 2 �. Sledovatel~no, uslovie suwestvovani�

H-funkcii (ili, qto to �e samoe, G-funkcii) � =2 �.
1) Funkci� G�

s
(z; u) imeet prostye pol�sa vo vseh toqkah, v kotoryh

ime�t pol�sa �-funkcii iz opredeleni� (2.25) vida �(bi+u); i = 1; : : : ;m

- funkci� B+, t.e. � =2 Z; � =2M; � 6= �1;�2; : : : Razlo�enie G-funkcii
v r�d v �tom sluqae privedeno v [5]. Vospol~zovavxis~ �to� formulo�,

my poluqaem predstavlenie

W
�

s
(�) = ��

2
4 �

6
� 1

3
;

�

6
;

�

6
+ 1

3
4
3
+ �

3
� �

6
; 1 + �

3
� �

6
;

2
3
+ �

3
� �

6

3
5 � 1

3
+ �

6
��

6�

�1F6

2
4 1;

4
3
� �

6
; 1� �

6
;
2
3
� �

6
;
4
3
+ �

3
� �

6
; 1 + �

3
� �

6
;
2
3
+ �

3
� �

6
;
� �

3
5�

���
2
4 �

6
� 5

6
;

�

6
� 1

2
;

�

6
� 1

6
11
6
+ �

3
� �

6
;

3
2
+ �

3
� �

6
;

7
6
+ �

3
� �

6

3
5 � 5

6
+ �

6
��

6�

�1F6

2
4 1;

11
6
� �

6
;
3
2
� �

6
;
7
6
� �

6
;
11
6
+ �

3
� �

6
;
3
2
+ �

3
� �

6
;
7
6
+ �

3
� �

6
;
� �

3
5+

+
2�p
3
�

2
4 1

3
� �

6
;

5
6
� �

6
;

2
3
+ �

6
;

1
6
+ �

6
1
3
+ �

3
;

2
3
+ �

3
; 1 + �

3

3
5 � �

6�

�0F5

�
1

3
;
2

3
;
1

3
+
�

3
;
2

3
+
�

3
; 1 +

�

3
;��

�
�

�2
p
3��

2
4 ��

6
;

1
2
� �

6
;

1
2
+ �

6
; 1 + �

6
2
3
+ �

3
; 1 + �

3
;

4
3
+ �

3

3
5 � �

6
+ 1

3�

�0F5

�
2

3
;
4

3
;
2

3
+
�

3
; 1 +

�

3
;
4

3
+
�

3
;��

�
+

+3
p
3��

2
4 �1

3
� �

6
;

1
6
� �

6
;

5
6
+ �

6
;

4
3
+ �

6

1 + �

3
;

4
3
+ �

3
;

5
3
+ �

3

3
5 � �

6
+ 2

3�

�0F5

�
4

3
;
5

3
; 1 +

�

3
;
4

3
+
�

3
;
5

3
+
�

3
;��

�
; (2.32)
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gde � = s+ �. Dalee, ssyla�s~ na privedennu� vyxe formulu (2.32), dl�

ee slagaemyh my budem ispol~zovat~ oboznaqeni� A�

1(�); : : : ; A
�

5(�) v tom

por�dke, v kotorom oni vypisany. Zametim, qto �ti slagaemye �vl��ts�

na samom dele summami vyqetov funkcii G�
s
(z; u) v pol�sah iz cepoqek

(2.29).

Funkci� 
�

s
(z) mo�et byt~ tak�e posqitana v vide summy vyqetov

podyntegral~no� funkcii iz (2.24) v pol�sah iz cepoqek (2.26):


�

s
(z) =

1

6

1X
k=0

�
�
�

2
+ s

2
� 1 � 3

2
k

�
�
�
�

2
� s

2
+ 2 + 3

2
k

�(�1)k �z
2

�3k+2�s
+

+
1

6

1X
k=0

�
�
2
3
� �

3
� s

3
� 2

3
k

�
�
�
1
3
+ �

3
+ s

3
+ 2

3
k

�
�(� + 1 + k)

(�1)k
k!

�
z

2

�2k+�
: (2.33)

Pri �tom, oboznaqiv slagaemye (2.33) B1 i B2 sootvetstvenno, netrudno

obnaru�it~, qto s toqnost~� do ko�fficienta priW �

s
i zameny peremen-

no�, B1 sootvetstvuet summe A
�

1 +A
�

2 , a B2 sootvetstvuet A
�

3 +A
�

4 +A
�

5.

2) Funkci� H�

s
(z; u) imeet tol~ko prostye pol�sa, priqem nekotorye

iz pol�sov gamma-funkcii �
�
2
3
� s

3
+ u

3

�
iz (2.24) uniqto�a�ts� c pol�-

sami znamenatel�. Kak pokazano vyxe i kak mo�no videt~ iz (2.33), �to

dostigaets� pri s � � = � 2 M. Otsutstvie pol�sov vtorogo por�dka

obespeqivaets� usloviem s+ � = � =2 Z. Sledovatel~no � = (�� �)=2 =2 Z.
Po�tomu dl� ka�dogo konkretnogo znaqeni� � 2 M pri � =2 Z uniqto�e-

ni� proishod�t tol~ko v odno� cepoqke pol�sov iz p�ti, pereqislennyh v

(2.29). Na samom dele, pust~ � = 6r + ~�; r = 1; 2; : : : ; ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g,
togda uniqto�a�ts� v toqnosti r pervyh pol�sov sootvetstvu�we� ce-

poqki - libo iz slagaemogo A�

1 (pri qetnyh znaqeni�h ~� = �2; 0; 2), libo
A
�

2 (pri neqetnyh znaqeni�h ~� = 1; 3; 5). Iskoma� funkci� mo�et byt~

vyqislena po odno� iz dvuh formul:


�

s
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1

6�

0
@��

2
4 �

6
� 1

3
;

�

6
;

�

6
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3
4
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3
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�1F
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2
4 1;

4
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6
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;
4
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6
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6
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6
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�
�
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6

�635+

+A2
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 �
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6

�6!
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3
�

 �
z

6

�6!
+A

4
�

 �
z

6

�6!
+A

5
�

 �
z

6

�6!!
(2.34)

pri qetnyh znaqeni�h ~� = �2; 0; 2 ili


�

s
(z) =

1

6�

 
A

1
�

 �
z

6

�6!
�
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���
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4 �
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6
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�
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6
11
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6
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6
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6

�6!
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z

6

�6!
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 �
z

6

�6!!
(2.35)

pri neqetnyh znaqeni�h ~� = 1; 3; 5. Zdes~ pF
(r)
q

- useqenna� gipergeome-

triqeska� funkci�, opredelenna� nami v glave 1.

3) Funkci� H�

s
(z; u) imeet tol~ko prostye pol�sa, priqem nekotorye

iz pol�sov gamma-funkcii �
�
�

2
+ u

2

�
iz (2.24) uniqto�a�ts� c pol�sami

znamenatel�. �to dostigaets� pri � 2 N. Kak v punkte 2, otsutstvie

pol�sov vtorogo por�dka obespeqivaets� usloviem s + � = � =2 Z. Sledo-

vatel~no � = s � � = (� � 2�) =2 Z. �tot sluqa� udobno rassmatrivat~,

ishod� iz predstavleni� (2.33). Kak netrudno videt~, edinstvennoe, qto

izmenits� v �to� formule, �to ni�ni� predel summirovani� vo vtoro�

summe:


�

s
(z) =

1

6

2
4 1X
k=0

�
�
�

2
+ s

2
� 1 � 3

2
k

�
�
�
�

2
� s

2
+ 2 + 3

2
k

�(�1)k �z
2

�3k+2�s
+

+
1X

k=��

�
�
2
3
� �

3
� s

3
� 2

3
k

�
�
�
1
3
+ �

3
+ s

3
+ 2

3
k

�
�(� + 1 + k)

(�1)k
k!

�
z

2

�2k+�35 : (2.36)

4) �-funkcii iz (2.26) (funkci� B+) ime�t sovpada�wie pol�sa (dru-

gih sovpadeni� net, qto znaqit, qto ime�ts� pol�sa pervogo i vtorogo

por�dkov - vse tipa (0,0)), t.e. imeet mesto sluqa� (b): � + s = � 2
Z n�; s � � = � =2M; � =2 �N. Sledovatel~no, petl� LH , vdol~ kotoro�

berets� integral (2.24), ogibaet kratnye pol�sa podyntegral~no� funk-

cii. �ti sluqai osobenno interesny, t.k. imenno takie funkcii vstreqa-

�ts� v prilo�eni�h. Dl� izuqeni� �togo sluqa� my snova vospol~zuems�

metodom malogo parametra. Nam zdes~ udobnee rabotat~ v terminah para-

metrov G-funkcii, t.k. v �tom sluqae vse pol�sa �vno razbity na posle-

dovatel~nosti toqek s ravnym - ediniqnym xagom. Itak, dl� G-funkcii

�tot sluqa� harakterizuets� tem, qto kakie-libo dva iz ee pervyh p�ti

ni�nih parametrov (oboznaqim ih b1; : : : ; b5) otliqa�ts� na nekotoroe r -

celoe qislo, t.e. vypoln�ets� odno iz sootnoxeni�:

8<
:

1
3
� s

6
+ r = �

6
;
�

6
+ 1

3
;
�

6
+ 2

3
5
6
� s

6
+ r = �

6
;
�

6
+ 1

3
;
�

6
+ 2

3
)

) si = a) 2��+6r; b)��+6r; c)�2��+6r; d) 5��+6r; e) 3��+6r; f) 1��+6r:
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Ili, ispol~zu� vvedennoe ranee oboznaqenie � = s+ �,

�i = a) 2 + 6r; b) 6r; c) � 2 + 6r; d) 5 + 6r; e) 3 + 6r; f) 1 + 6r:

S uqetom � =2 � imeem r � 0.

V �tom sluqae dva iz p�ti slagaemyh iz formuly (2.32) ustreml��t-

s� v beskoneqnost~, i ih summa obrazuet neopredelennost~ vida 1�1,

kotora�, vproqem, vsegda mo�et byt~ raskryta [42].

Rassmotrim snaqala sluqa� r = 0. Ot znaqeni� �i zavisit, kakie

imenno slagaemye stanut neograniqennymi. A imenno, oboznaqiv summu

dvuh \beskoneqnyh" slagaemyh ��, a summu ostal~nyh treh - ��, tak qto

W
�

s
= �� + ��; imeem:

�i 0 1 2 3

�� A
�

1 +A
�

4 A
�

2 +A
�

5 A
�

1 +A
�

3 A
�

2 +A
�

4

�� A
�

2 +A
�

3 +A
�

5 A
�

1 +A
�

3 +A
�

4 A
�

2 +A
�

4 +A
�

5 A
�

1 +A
�

3 +A
�

5

(prodol�enie)

�i �2 5

�� A
�

1 +A
�

5 A
�

2 +A
�

3

�� A
�

2 +A
�

3 +A
�

4 A
�

1 +A
�

4 +A
�

5

Neopredelennost~ vsegda obrazuets� odnim iz pervyh dvuh slagaemyhA�

1; A
�

2

i odnim iz A�

3; A
�

4; A
�

5. Dl� udobstva dal~ne�xih vykladok oboznaqim per-

voe \beskoneqnoe" slagaemoe A�

1, vtoroe - A
�

3 , ostavxees� iz pervyh dvuh

slagaemyh - A�

2 i ostal~nye - A
�

4; A
�

5 v proizvol~nom por�dke. Togda

�� = A
�

1 +A
�

3 ;

�� = A
�

2 +A
�

4 +A
�

5:

Perenumeruem tak�e pervye p�t~ \ni�nih" parametrov funkcii G5;2
2;8

b1; : : : ; b5 tak, qtoby b1 = b3, b2 - ostavxi�s� iz pervyh dvuh parametrov,

b4 i b5 - ostavxies� dva, uslovims� tak�e, qto b4 sootvetstvuet slagae-

momu A�

4 (t.e. A�

4 soder�it mno�itel~ �
b4), a b5 sootvetstvuet A

�

5 - �to

budet va�no v punkte 7:

�i 0 1 2 3 �2 5

si �� 1 � � 2 � � 3� � �2� � 5� �

b1 = b3
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
�

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
�

6

b2
5
6
+ �

6
1
6
+ �

6
1
2
+ �

6
�1

6
+ �

6
7
6
+ �

6
�1

2
+ �

6

b4
�

6
�

6
1
3
+ �

6
�

6
�

6
1
3
+ �

6

b5
2
3
+ �

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
2
3
+ �

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
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Za�mems� raskrytiem neopredelennosti. Pust~ � = �i + 6"; " > 0.

Vypixem v obwem vide neopredelennost~ ��i+6" i ustremim " k nul�.

��i+6" = C1

1

"

�(1 + ")

�(1 + �

3
� ")

�

2
4 a1 + "; a2 + "

1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "

3
5 �b1�"�

�1F6

2
4 1;

1 � a1 � "; 1� a2 � "; 1� "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "; 1 + �

3
� ";

� �

3
5�

�C2

1

"
�

2
4 1� "; d1 � "; d2 + "; d3 + "

1 + �

3
; 1� a1 +

�

3
; 1� a2 +

�

3

3
5 �b3�

�0F5

�
1� a1; 1 � a2; 1� a1 +

�

3
; 1 � a2 +

�

3
; 1 +

�

3
;��

�
: (2.37)

Vvedennye konstanty pri razliqnyh znaqeni�h �i prinima�t znaqe-

ni�:
�i 0 1 2 3 �2 5

a1 �1
3

�2
3

1
3

�1
3

�2
3

1
3

a2
1
3

�1
3

2
3

1
3

�1
3

2
3

d1
1
2

�1
2

1
2

�1
2

1
2

�1
2

d2
1
2

1 1
2

1 1
2

1

d3 1 3
2

1 3
2

1 3
2

C1 � �� � �� � ��
C2 �2p3� 3

p
3� 2�p

3
�2p3� 3

p
3� 2�p

3

Razlo�im �-funkcii v r�d po stepen�m ".

�

2
4 1 + "; a1 + "; a2 + "

1 + �

3
� "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "

3
5 =

= �

2
4 a1; a2

1 + �

3
; 1 + �

3
� a1; 1 + �

3
� a2

3
5�

� 1 + " ( (1) +  (a1) +  (a2)) +O ("2)

1� "

�
 

�
1 + �

3

�
+  

�
1� a1 +

�

3

�
+  

�
1 � a2 +

�

3

��
+O ("2)

;

razlo�enie v r�d �ksponenty daet:

�
b1�" = �

b1

�
1 � " ln �+O

�
"
2
��
:

Ispol~zu� formulu razlo�eni� v r�d simvolov Pohgammera, perepixem

gipergeometriqesku� funkci� v vide:

1F6

2
4 1;

1� a1 � "; 1� a2 � "; 1� "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "; 1 + �

3
� ";

� �

3
5 =
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=
1X
k=0

1

(1� a1)k
�
1� a1 +

�

3

�
k
(1� a2)k

�
1� a2 +

�

3

�
k

�
1 + �

3

�
k

(��)k
k!

�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + k) +  

�
1 � a1 +

�

3
+ k

�
+  (1� a2 + k) +  

�
1� a2 +

�

3
+ k

�
+

+ (1 + k) +  

�
1 +

�

3
+ k

�
�  (1� a1)�  

�
1 � a1 +

�

3

�
�  (1� a2)�

� 
�
1� a2 +

�

3

�
�  (1)�  

�
1 +

�

3

��
+O

�
"
2
���1

:

Kak i ran~xe, razlo�im �-funkcii iz vtorogo slagaemogo (2.37) - A�

3:

�(1 � ")�(d1 � ")�(d2 + ")�(d3 + ") =

= �(d1)�(d2)�(d3)
�
1 + " (� (1)�  (d1) +  (d2) +  (d3)) +O

�
"
2
��
:

Zameqa�, qto C1�(a1)�(a2) = C2�(d1)�(d2)�(d3), vved� oboznaqenie

	0(k) =  (1�a1+k)+ 
�
1 � a1 +

�

3
+ k

�
+ (1�a2+k)+ 

�
1� a2 +

�

3
+ k

�
+

+ (1 + k) +  

�
1 +

�

3
+ k

�
;

ustreml�� " k nul� i podstavl�� znaqenie � =

�
z

6

�6
, imeem

��i+6" ! ��i
=

�
z

6

�6b1
C1

�(a1)�(a2)

�(1 + �

3
)�(1 � a1 +

�

3
)�(1 � a2 +

�

3
)
�

�
1X
k=0

	0(k)� 6 ln
�
z

6

�
(1� a1)k

�
1� a1 +

�

3

�
k
(1 � a2)k

�
1 � a2 +

�

3

�
k
(1)k

�
1 + �

3

�
k

 
�
�
z

6

�6!k

:

(2.38)

Predely slagaemyh iz (2.32) s nomerami j = 2; 4; 5 ravny A
�i+6"
j

"!0�!
A
�i

j , togda okonqatel~ny� rezul~tat mo�no predstavit~ v vide:


�

s
(z) =

1

6�
(��i

+ ��i
) =

1

6�

�
��i

+A
�i

2 +A
�i

4 +A
�i

5

�
: (2.39)

Iz formul (2.38) i (2.39) v qastnosti sleduet, qto !0
1 imeet osoben-

nost~ vida x4 lnx, a funkci� !0
0 - vida x2 lnx, qto soglasuets� s zame-

qaniem iz paragrafa 2.4 str. 36 i (!0
0) s zameqaniem so stranicy 308

monografii [27].

Pere�dem teper~ k rassmotreni� sluqa� r > 0. Privedem vspomoga-

tel~nye tablicy, analogiqnye tablicam dl� sluqa� r = 0:

(i) Neopredelennosti:

�i 6r 6r + 1 6r + 2 6r + 3

��i
A
�i

1 +A
�i

4 A
�i

2 +A
�i

5 A
�i

1 +A
�i

3 A
�i

2 +A
�i

4

��i
A
�i

2 +A
�i

3 +A
�i

5 A
�i

1 +A
�i

3 +A
�i

4 A
�i

2 +A
�i

4 +A
�i

5 A
�i

1 +A
�i

3 +A
�i

5
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(prodol�enie)

�i 6r � 2 6r + 5

��i
A
�i

1 +A
�i

5 A
�i

2 +A
�i

3

��i
A
�i

2 +A
�i

3 +A
�i

4 A
�i

1 +A
�i

4 +A
�i

5

Snova perenumeruem A
�

i
; i = 1; : : : ; 5 tak, qtoby �� = A

�

1 + A
�

3 ; �� =

A
�

2 +A
�

4 +A
�

5.

(ii) Uslovivxis~, po analogii so sluqaem r = 0; b3 � b1 = r 2 N,

parametry G-funkcii ravny:

�i 6r 6r + 1 6r + 2 6r + 3 6r � 2 6r + 5

si 6r � � 6r + 1� � 6r + 2� � 6r + 3� � 6r � 2� � 6r + 5� �

b1 + r = b3
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
�

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
�

6

b2
5
6
+ �

6
� r

1
6
+ �

6
� r

1
2
+ �

6
� r �1

6
+ �

6
� r

7
6
+ �

6
� r �1

2
+ �

6
� r

b4
�

6
�

6
1
3
+ �

6
�

6
�

6
1
3
+ �

6

b5
2
3
+ �

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6
2
3
+ �

6
1
3
+ �

6
2
3
+ �

6

Snova vypixem neopredelennost~ ��i+6" i ustremim " k nul�:

��i+6" = C1�

2
4 r + "; a1 + "; a2 + "

1 + �

3
� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "

3
5 �b1�"�

�1F6

2
4 1;

1 � a1 � "; 1� a2 � "; 1� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "; 1 + �

3
� r � ";

� �

3
5�

�C2�

2
4 �r � "; d1 � "; d2 + "; d3 + "

1 + �

3
; 1� a1 + r + �

3
; 1� a2 + r + �

3

3
5 �b1+r�

�0F5

�
1� a1 + r; 1� a2 + r; 1� a1 + r +

�

3
; 1 � a2 + r +

�

3
; 1 +

�

3
;��

�
:

(2.40)

Tablica konstant:

�i 6r 6r + 1 6r + 2 6r + 3 6r � 2 6r + 5

a1 r � 1
3

r � 2
3

r + 1
3

r � 1
3

r � 2
3

r + 1
3

a2 r + 1
3

r � 1
3

r + 2
3

r + 1
3

r � 1
3

r + 2
3

d1
1
2
� r �1

2
� r

1
2
� r �1

2
� r

1
2
� r �1

2
� r

d2 r + 1
2

r + 1 r + 1
2

r + 1 r + 1
2

r + 1

d3 r + 1 r + 3
2

r + 1 r + 3
2

r + 1 r + 3
2

C1 � �� � �� � ��
C2 �2p3� 3

p
3� 2�p

3
�2p3� 3

p
3� 2�p

3

Razlo�eni�, analogiqnye proizvedennym ranee, da�t:

�

2
4 r + "; a1 + "; a2 + "

1 + �

3
� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "

3
5 =
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= �

2
4 r; a1; a2

1 + �

3
� r; 1 + �

3
� a1; 1 + �

3
� a2

3
5�

� 1 + " ( (r) +  (a1) +  (a2)) +O ("2)

1� "

�
 

�
1� r + �

3

�
+  

�
1 � a1 +

�

3

�
+  

�
1� a2 +

�

3

��
+O ("2)

; (2.41)

1F6

2
4 1;

1� a1 � "; 1� a2 � "; 1� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "; 1 + �

3
� r � ";

� �

3
5 =

=
1X
k=0

(��)k
(1 � a1)k

�
1 � a1 +

�

3

�
k
(1� a2)k

�
1� a2 +

�

3

�
k

�
1 + �

3
� r

�
k
(1� r � ")k

�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + k) +  

�
1 � a1 +

�

3
+ k

�
+  (1� a2 + k) +  

�
1� a2 +

�

3
+ k

�
+

+ 

�
1� r +

�

3
+ k

�
�  (1� a1) �  

�
1� a1 +

�

3

�
�  (1� a2)�

� 
�
1� a2 +

�

3

�
�  

�
1� r +

�

3

��
+O

�
"
2
���1

:

Pri razlo�enii (1 � r � ")k vozmo�ny sledu�wie dva varianta:

1)k < r : (1� r � ")k = (�1)k(r � k)k(1 + "( (r)�  (r � k)) + : : :);

2)k � r : (1� r� ")k = "(�1)r(k� r)!(r�1)!(1+ "( (r)� (1+k� r))+ : : :):
Togda, prodol�a� razlo�enie obobwenno� gipergeometriqesko� funkcii,

imeem:

1F6

2
4 1;

1� a1 � "; 1� a2 � "; 1� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "; 1 + �

3
� r � ";

� �

3
5 =

=
r�1X
k=0

�
k

(1 � a1)k
�
1 � a1 +

�

3

�
k
(1� a2)k

�
1� a2 +

�

3

�
k

�
1 + �

3
� r

�
k
(r � k)k

�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + k) +  

�
1 � a1 +

�

3
+ k

�
+  (1� a2 + k) +  

�
1� a2 +

�

3
+ k

�
+

+ (r � k) +  

�
1 � r +

�

3
+ k

�
�  (1� a1)�  

�
1 � a1 +

�

3

�
�  (1� a2)�

� 
�
1� a2 +

�

3

�
�  (r)�  

�
1 � r +

�

3

��
+O

�
"
2
���1

+

+
(�1)r
"(r � 1)!

1X
k=r

(��)k
(1� a1)k

�
1� a1 +

�

3

�
k
(1 � a2)k

�
1 � a2 +

�

3

�
k

�
1 + �

3
� r

�
k
(k � r)!

�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + k) +  

�
1 � a1 +

�

3
+ k

�
+  (1� a2 + k) +  

�
1� a2 +

�

3
+ k

�
+

+ (1� r+k)+ 
�
1� r +

�

3
+ k

�
� (1�a1)� 

�
1 � a1 +

�

3

�
� (1�a2)�
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� 
�
1� a2 +

�

3

�
�  (r)�  

�
1 � r +

�

3

��
+O

�
"
2
���1

: (2.42)

Vtoroe slagaemoe (2.42), pri zamene v summe predelov summirovani�, pri-

met vid:

�
r

"(1� a1)r
�
1� a1 +

�

3

�
r
(1 � a2)r

�
1� a2 +

�

3

�
r

�
1 + �

3
� r

�
r
(r � 1)!

�

�
1X
k=0

1

(1� a1 + r)k
�
1� a1 + r + �

3

�
k
(1� a2 + r)k

�
1 � a2 + r + �

3

�
k

�
1 + �

3

�
k

(��)k
k!

�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + r + k) +  

�
1� a1 + r +

�

3
+ k

�
+

+ (1� a2 + r + k) +  

�
1� a2 + r +

�

3
+ k

�
+

+ (1 + k) +  

�
1 +

�

3
+ k

�
�

� (1� a1)�  

�
1� a1 +

�

3

�
�  (1� a2)�  

�
1 � a2 +

�

3

�
�

� (r)�  

�
1� r +

�

3

��
+O

�
"
2
���1

:

Umno�im ko�fficient pri poluqivxe�s� summe na �-funkcii iz pravo�

qasti (2.41):

�

2
4 r; a1; a2

1 + �

3
� r; 1 + �

3
� a1; 1 + �

3
� a2

3
5�

� �
r

(1� a1)r
�
1 � a1 +

�

3

�
r
(1� a2)r

�
1 � a2 +

�

3

�
r

�
1 + �

3
� r

�
r
(r � 1)!

=

=
�
r

(1 � a1)r(1� a2)r
�

2
4 a1; a2

1 + �

3
; 1 + �

3
� a1 + r; 1 + �

3
� a2 + r

3
5 :

Zametiv, qto odin iz parametrov di; i = 2; 3 raven 1 + r, pust~, naprimer,

d3 = 1 + r, na�dem asimptotiku �-funkci� iz vtorogo slagaemogo (2.40) -

A
�

3:

�

2
4 �r � "; d1 � "; d2 + "; d3 + "

1 + �

3
; 1� a1 + r + �

3
; 1 � a2 + r + �

3

3
5 =

=
(�1)r
"

�

2
4 d1; d2

1� a1 + r + �

3
; 1� a2 + r + �

3
; 1 + �

3

3
5 (1� " ( (d1)�  (d2)) + : : :) :

Soberem ko�fficienty pri summah:

�i 6r 6r + 1 6r + 2 6r + 3 6r � 2 6r + 5

C1

�(a1)�(a2)

(1 � a1)r(1� a2)r
�2�2p3 �3�2p3 2�2p

3
2�2

p
3 3�2

p
3 �2�2p

3

(�1)rC2�(d1)�(d2) �2�2p3 �3�2p3 2�2p
3

2�2
p
3 3�2

p
3 �2�2p

3

59



Zametim, qto C1

�(a1)�(a2)

(1� a1)r(1 � a2)r
= (�1)rC2�(d1)�(d2).

Vvedem oboznaqenie:

f =
(�1)rC2�(d1)�(d2)

�
�
1� a1 + r + �

3

�
�
�
1� a2 + r + �

3

�
�
�
1 + �

3

� :

Teper~ mo�no sobrat~ pervoe slagaemoe (2.40)

A
�i+6"
1 = C1�

2
4 r + "; a1 + "; a2 + "

1 + �

3
� r � "; 1 + �

3
� a1 � "; 1 + �

3
� a2 � "

3
5 �b1�"�+

+f�b1+r
1

"

1X
k=0

1

(1� a1 + r)k
�
1� a1 + r + �

3

�
k
(1� a2 + r)k

�
1 � a2 + r + �

3

�
k

�
1 + �

3

�
k

(��)k
k!

�

�
h
1 + " ( (r) +  (a1) +  (a2)� ln �) +O

�
"
2
�i
�

�
�
1� "

�
 (1� a1 + r + k) +  

�
1� a1 + r +

�

3
+ k

�
+

+ (1� a2 + r + k) +  

�
1� a2 + r +

�

3
+ k

�
+

+ (1 + k) +  

�
1 +

�

3
+ k

�
�  (1� a1)�  (1� a2)�  (r)

�
+O

�
"
2
���1

;

gde � - summa
r�1P
k=0

iz (2.42). Prostye vyqisleni� da�t:

 (d1)�  (d2) = 0;

 (a1)�  (1� a1) +  (a2)�  (1� a2) = 0

pri l�bom soqetanii a1; a2; d1; d2, sootvetstvu�wem konkretnomu znaqe-

ni� �i. Snova, kak v sluqae r = 0, oboznaqiv

	(k) =  (1� a1 + r + k) +  

�
1� a1 + r +

�

3
+ k

�
+  (1� a2 + r + k)+

+ 

�
1 � a2 + r +

�

3
+ k

�
+  (1 + k) +  

�
1 +

�

3
+ k

�
;

i, pere�d� k predelu pri " ! 0 (obosnovanie predel~nogo perehoda pod

znakom summy toqno takoe �e kak v paragrafe 2.4), imeem:

��i
= C1�

2
4 r; a1; a2

1 + �

3
� r; 1 + �

3
� a1; 1 + �

3
� a2

3
5�z

6

�6b1
�

�
r�1X
k=0

�
z

6

�6k
(1 � a1)k

�
1 � a1 +

�

3

�
k
(1� a2)k

�
1� a2 +

�

3

�
k

�
1 + �

3
� r

�
k
(r � k)k

+

(2.43)
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+C1

�(a1)�(a2)

(1 � a1)r(1� a2)r�
�
1 � a1 + r + �

3

�
�
�
1 � a2 + r + �

3

�
�
�
1 + �

3

� �z
6

�6(b1+r)
�

�
1X
k=0

	(k)� 6 ln
�
z

6

�
(1� a1 + r)k

�
1� a1 + r + �

3

�
k
(1� a2 + r)k

�
1 � a2 + r + �

3

�
k

�
1 + �

3

�
k

�

�

�
�
�
z

6

�6�k
k!

:

V dal~ne�xem, ssyla�s~ na slagaemye privedenno� vyxe formuly dl�

��i
, pervoe iz nih my budem oboznaqat~ �1

�i
, a vtoroe - �2

�i
.

Okonqatel~no, iskoma� funkci� snova mo�et byt~ zapisana v vide


�

s
(z) =

1

6�
(��i

+ ��i
) =

1

6�

�
��i

+A
�i

2 +A
�i

4 +A
�i

5

�
: (2.44)

Neslo�no udostoverits�, qto formula (2.39) �vl�ets� qastnym sluqa-

em (2.44) pri r = 0, uslovivxis~, qto
�1P
0
= 0.

5) Sledu�wa� vozmo�nost~, kotoru� my rassmotrim, - �to naliqie

pol�sov vtorogo por�dka odnovremenno s uniqto�eniem prostyh pol�sov

i/ili poni�eniem por�dka pol�sov so vtorogo do pervogo. Naliqie po-

l�sov vtorogo por�dka sootvetstvuet vypolneni� uslovi� s + � = � 2
Z n �. Pol~zu�s~ oboznaqeni�mi predyduwego punkta dl� parametrov

b1; : : : ; b5, b3 = b1 + r i slagaemyh A�

1; : : : ; A
�

5 , proizvedenie �-funkci� vi-

da �(bi + u); i = 1; : : : ; 5 iz qislitel� funkcii G�
s
(z; u) (v oboznaqeni�h

pervo� glavy, funkci� B+(u)) imeet prostye pol�sa v toqkah

�b1; � b1 � 1; : : : ;�b1 � r + 1;

�b2; � b2 � 1; � b2 � 2; : : : ;

�b4; � b4 � 1; � b4 � 2; : : : ;

�b5; � b5 � 1; � b5 � 2; : : :

i pol�sa vtorogo por�dka v toqkah

�b1 � r = �b3; � b1 � r � 1 = �b3 � 1; � b1 � r � 2 = �b3 � 2; : : :

Odnovremenno s �tim imeet mesto sovpadenie pol�sov znamenatel� G�
s
(z; u)

(funkcii B
�(u)) s pol�sami B

+(u). Rassmotrim snaqala proste�xi�

sluqa� - uniqto�eni� proishod�t tol~ko v cepoqke �b2; � b2� 1; � b2 �
2; : : :, togda, oboznaqiv sootvetstvu�wi� ko�fficient znamenatel� b6 (s

pol�sami v toqkah 1� b6; 2� b6; 3� b6; : : :), uslovie vzaimnogo uniqto�e-
ni� r2 pol�sov v �tih dvuh cepoqkah imeet vid: b6� b2 = r2. �tot sluqa�

imeet mesto pri s � � = � 2 M, togda � = (� � �)=2 - poluceloe. Pri
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� celom (sm. punkty 6 i 7 dalee), pri sootvetstvu�wem vybore numera-

cii, b6 � b3 = r3; b7 � b4 = r4; b8 � b5 = r5; r3; r4; r5 2 Z, a sledovatel~no

b6 � b1 = b6 � b3 + r = r3 + r, priqem, pri � 2 N0; � 2 M proishodit

uniqto�enie tol~ko prostyh pol�sov, oblast~ pol�sov vtorogo por�dka

ne \zahlestyvaets�".

Itak, pust~ � = (6r + ~�) 2 Z n �; ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g; r 2 N0; � =

(6r2+~�) 2M; r2 2 N; (�+1=2) 2 Z, gde, kak i ran~xe, ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g.
Togda, pol~zu�s~ rezul~tatom predyduwego punkta,


�

s
(z) =

1

6�

�
�� +A

�;(r2)
2 +A

�

4 +A
�

5

�
; (2.45)

gde A
�;(r2)
2 - \useqennoe" v prin�tom nami smysle slagaemoe A�

2 iz predy-

duwego punkta.

6) Pust~ teper~ � - celoe neotricatel~noe, a vse ostal~nye parame-

try - kak v predyduwem punkte, to est~ � = (6r + ~�) 2 Z n �; ~� 2
f�2; 0; 1; 2; 3; 5g; r 2 N0; � = (6r2 + ~�) 2 M; ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g; r2 2
N; � 2 N0. Togda uniqto�a�ts� r2 prostyh pol�sov iz cepoqki �b1; �
b1� 1; � b1� 2; : : :, no, po-pre�nemu, oblast~ pol�sov vtorogo por�dka ne

zahvatyvaets� - iz neotricatel~nosti � sleduet r � r2:

� = � + 2� ) 6r + ~� = 6r2 + ~� + 2�:

Okonqatel~no, rezul~tat dl� �togo sluqa� snova mo�et byt~ zapisan v

vide:


�

s
(z) =

1

6�

�
�

1;(r2)

�
+�2

�
+A

�

2 +A
�

4 +A
�

5

�
; (2.46)

gde �
1;(r2)

�
kak v punkte 4, tol~ko ni�ni� predel summy (2.43) raven r2.

7) Samy� slo�ny� sluqa� - �to kogda pol�sa znamenatel� funkcii

H sovpada�t s pol�sami vtorogo por�dka qislitel�. V �tom sluqae

� = (6r + ~�) 2 Z n �; ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g; r 2 N0; � 2 �N. Togda

� = (� � 2�) = (6r2 + ~�) 2 f0g [ f2; 3; 4; : : :g = f0; 2; 3; 5g [M. �to zna-

qit, qto pri � 2 �N i � 2 f0; 2; 3; 5g (t.e. r2 = 0) uniqto�a�ts� tol~ko

prostye pol�sa iz cepoqek �b4� k; � b5� k - iz odno� iz nih ili iz obe-
ih, togda kak v cepoqke �b3 � k; k = 0; 1; : : : uniqto�eni� ne proishodit.

�to vozmo�no tol~ko pri r = 0. Voobwe �e uslovie � 2 �N garanti-

ruet uniqto�enie pol�sov vo vseh toqkah �b1; � b1 � 1; : : : ;�b1 � r + 1,

a sledovatel~no otsutstvie summy �1
�
v itogovom razlo�enii. Odnako,

obe �ti vozmo�nosti (� 2 f0; 2; 3; 5g i � 2 M) my budem rassmatrivat~

vmeste, t.k. perva� iz nih estestvenno poluqits� iz vtoro� kak qastny�

sluqa�. Slo�nost~ �togo sluqa� v tom, qto zdes~ ime�t mesto pol�sa
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treh tipov - prostye pol�sa H v toqkah, gde ee qislitel~ imeet pro-

stye pol�sa (prostye pol�sa tipa (0,0)); prostye pol�sa H v toqkah,

gde ee qislitel~ imeet pol�sa vtorogo por�dka i proishodit poni�enie

por�dka pol�sa iz-za sovpadeni� s pol�som znamenatel� (prostye pol�sa

tipa (0,1)); pol�sa vtorogo por�dka H v toqkah, gde ee qislitel~ imeet

pol�sa vtorogo por�dka, a znamenatel~ pol�sov ne imeet (pol�sa vtorogo

por�dka tipa (0,0)). Kak bylo pokazano v glave 1, vyqety vo vseh �tih

treh tipah pol�sov vyqisl��ts� po raznym formulam. My u�e vyqi-

sl�li vyqety v prostyh pol�sah tipa (0,0) i v pol�sah vtorogo por�dka.

Dl� naho�deni� vyqeta v prostom pol�se tipa (0,1) my vospol~zuems�

formulo� iz pervo� glavy danno� raboty. V ee oboznaqeni�h

A
+(u) = �

�
2

3
+
s

6
� u

�
�

�
1

6
+
s

6
� u

�
;

B
+(u) = �

�
1

3
� s

6
+ u

�
�

�
5

6
� s

6
+ u

�
�

�
�

6
+ u

�
�

�
�

6
+
1

3
+ u

�
�

�
�

6
+
2

3
+ u

�
;

A
�(u) = 1;

B
�(u) = �

�
�

6
+
1

3
� u

�
�

�
�

6
+
2

3
� u

�
�

�
�

6
+ 1� u

�
:

L1 = f1; 3g; b1� = b1; b2 � b1 = r; j = 6; I1;r+k = ; dl� vseh k = 0; 1; : : :

Togda

res
u=�b3�k

G(z; u) = �(a1 � r)�(a2 � r)�(r2 � r)

�(1 � b7 + b3)�(1 � b8 + b3)
�

�
�(�1)r+r2+�

�
z

6

�6(b3+k)
(1 � a1 + r)k(1 � a2 + r)k(1� r2 + r)k(1 � b7 + b3)k(1� b8 + b3)kk!

;

k = 0; 1; : : : ; r2 � r � 1:

Zdes~ nam udobnee budet vypisat~ razlo�enie ne v vide summy po dvum

cepoqkam pol�sov, kak v punkte 3 (formula (2.36), a v vide summy po

qetyrem cepoqkam, kak v punktah 4, 5 i 6 (formuly (2.44), (2.45) i (2.46)

sootvetstvenno) - qastny� sluqa� summy po p�ti cepoqkam (punkty 1

- (2.32) i 2 - (2.34) i (2.35)). My razlo�im vtoru� summu iz (2.36) po

oqevidno� formule:
1X

k=��
res

u=���2k
H(z; u) =

=
1X

k=�1

res
u=���6k

H(z; u) +
1X

k=�2

res
u=���6k�2

H(z; u) +
1X

k=�3

res
u=���6k�4

H(z; u);

gde

�1 =

��� + 2

3

�
;
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�2 =

��� + 1

3

�
;

�3 =

���
3

�
;

gde [a] - cela� qast~ de�stvitel~nogo qisla a, tak qtoby �1+�2+�3 = �� i
�i��i+1 = 0 ili 1; i = 1; 2. Odnako, nam udobnee vvesti drugie konstanty

n1; n2; n3, prinima�wie te �e znaqeni�, qto i �1; �2; �3, no upor�doqennye

takim obrazom, qto n1 sootvetstvuet cepoqke pol�sov vtorogo por�dka

�, n2 - cepoqke A4 i n3 - cepoqke A5. Formal~no, ispol~zu� tablicu

parametrov bi iz punkta 4, ih znaqeni� mo�no vyqislit~ po formulam:

n1 =

��� + 2

3
�
�
b3 � �

6

��
=

�
2

3
� b3 � �

6

�
;

n2 =

�
2

3
� b4 � �

6

�
;

n3 =

�
2

3
� b5 � �

6

�
:

Togda v toqkah �b2; � b2 � 1; : : : ; � b4 � n2; � b4 � n2 � 1; : : : i �b5 �
n3; � b5�n3�1; : : : funkci� G imeet prostye pol�sa tipa (0,0); v toqkah
�b3; � b3�1; : : : ;�b3�n1+1 funkci� G imeet prostye pol�sa tipa (0,1)
i v toqkah �b3�n1; � b3�n1� 1; : : : - pol�sa vtorogo por�dka tipa (0,0).

Iskomoe razlo�enie zapisyvaets� v vide:


�

s
(z) =

n1�1X
k=0

�(a1 � r)�(a2 � r)�(r2 � r)

�(1 � b7 + b3)�(1 � b8 + b3)
�

�
�(�1)r+r2+�

�
z

6

�6(b3+k)
(1� a1 + r)k(1� a2 + r)k(1� r2 + r)k(1 � b7 + b3)k(1� b8 + b3)kk!

+

+�
1;(r2)

�
(z) + �

2;(n1)

�
(z) +A2(z) +A

(n2)
4 (z) +A

(n3)
5 (z): (2.47)

Zdes~, kak obyqno, pri n1 = 0;
n1�1P
k=0

fk = 0. Slagaemoe�
1;(r2)

�
zdes~ vkl�qe-

no dl� obwnosti - v dannom punkte ono ravno nul�. De�stvitel~no,

�2� = � � � = 6(r2 � r) + (~�� ~�) > 0) r2 � r;

a sledovatel~no

�
1;(r2)

�
=

r�1X
k=r2

fk = 0:

No v takom vide formula (2.47) mo�et sqitat~s� obobweniem formul

punktov 4 (2.39) i (2.44), 5 (2.45) i 6 (2.46), doopredeliv n1 = n2 = n3 = 0

pri �� =2 N.

Rezul~taty dannogo razdela mogut byt~ svedeny v teoremu:
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Teorema 2.4.Pust~ dan integral

!
�

s
(x) =

1Z
0

y
s

1 + y3
J�(xy)dy; (2.48)

gde x > 0, � i s - kompleksnye parametry. Integral shodits� pri

�Re � � 1 < Re s < 7=2: (2.49)

Funkci�


�

s
(z) =

1

6
H

2;1
1;3

2
4z
2

�
2
3
� s

3
;
1
3

�
�
2
3
� s

3
;
1
3

�
;

�
�

2
;
1
2

�
;

�
��

2
;
1
2

�
3
5 (2.50)

�vl�ets� analitiqeskim prodol�eniem funkcii !
�

s
(x) v oblast~ kom-

pleksnyh znaqeni� argumenta i parametrov pri s+ � = � =2 � = f�1g [
f�3;�4;�5; : : :g. Pri razliqnyh znaqeni�h parametrov spravedlivy for-

muly razlo�eni� funkcii 
�

s
(z) v r�d:

1) Pust~ � =2 Z; s � � = � =2 M = f4g [ f6; 7; 8; : : :g; � 6= �1;�2; : : :.
Togda, oboznaqiv


�

s
(z) =

1

6�
W

�

s

 �
z

6

�6!
;

funkci� W �

s
(�) mo�et byt~ razlo�ena v r�d po stepen�m � po formule

(2.32).

2) Pust~ s�� = � 2M i s+� = � =2 Z. Togda pri qetnyh i neqetnyh
znaqeni�h � funkci� 
�

s
(z) mo�et byt~ razlo�ena v r�d po formulam

(2.34) i (2.35) sootvetstvenno.

3) Pust~ � 2 N i s + � = � =2 Z. Togda iskomoe razlo�enie mo�et

byt~ predstavleno v vide (2.36).

4) Pust~ � + s = � = 6r + ~� 2 Z n �; ~� 2 f�2; 0; 1; 2; 3; 5g; s � � =

� =2 M; � =2 �N. Togda 
�

s
(z) mo�et byt~ predstavlena v vide summy

funkci� gipergeometriqeskogo tipa po formulam (2.39) i (2.44) pri r =

0 i r > 0 sootvetstvenno.

5) Pust~ s + � = � 2 Z n �; s � � = � 2 M; (� + 1=2) 2 Z. Togda

spravedlivo razlo�enie (2.45).

6) Pust~ � 2 Z n �; � 2 M; � 2 N0. Togda spravedlivo razlo�enie

(2.46).

7) Pust~, nakonec, � 2 Z n �; � 2 �N. V �tom, poslednem sluqae

razlo�enie nahodits� po formule (2.47), kotora� obobwaet formuly

(2.39), (2.44), (2.45) i (2.46).

Razliqnye konstanty i funkcii, ispol~zovannye v �tih formulah

ob��sneny v tekste glavy.
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Danny� primer nagl�dno proill�striroval slo�nosti razlo�eni� G-

(H-) funkcii v r�d, to, kak naliqie peremennyh parametrov poro�daet

razliqnye razlo�eni�, neobhodimost~ rassmatrivat~ ka�dy� konkret-

ny� sluqa� soqetani� parametrov otdel~no, slo�nost~ primeneni� obwih

podhodov, privedennyh v pervo� glave, a tak�e dostoinstva i nedostat-

ki razliqnyh metodov (malogo parametra i teorii vyqetov) poluqeni�

razlo�eni�.

2.7. Asimptotika pri bol~xih

de�stvitel~nyh x

2.7.1. Opisanie metoda

Kak u�e bylo pokazano vyxe, funkci� (2.1) mo�et byt~ zapisana v

vide preobrazovani� Hankel� racional~no� funkcii:

!
�

s
(x) =

1

6�
G

5;2
2;8

0
@�x

6

�6 1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
1
3
� s

6
;
5
6
� s

6
;
�

6
;
�

6
+ 1

3
;
�

6
+ 2

3
;��

6
;��

6
+ 1

3
;��

6
+ 2

3

1
A =

=
1p
x
H�

"
y
s�1=2

1 + y3
;x

#
:

V [149, 150] (tak�e v [65], i dr.) opisany raznye sposoby poluqeni� asim-

ptotiki preobrazovani� Hankel�. My vospol~zuems� metodom, opisannym

v R.Wong v [149, 150]. V �tih rabotah ispol~zuets� otliqnoe ot tradici-

onnogo opredelenie preobrazovani� Hankel�:

I(x) =

1Z
0

q(y)J�(xy)dy:

V terminah �togo opredeleni� imeem:

q(y) =
y
s

1 + y3
:

Nam nu�no udovletvorit~ uslovi�m teorem 1 i 3 iz [149], da�wih asim-

ptotiqeskie formuly preobrazovani� Hankel� s formulami dl� ostatoq-

nogo qlena i ocenki ostatoqnogo qlena sootvetstvenno. Tol~ko vmesto

uslovi� (Q1) - (Q3) iz [149] my ispol~zuem uslovi� (i) - (iii) iz [150], sle-

du� ob��sneni�m dannym tam �e. Imenno:

(i) funkci� q(y) m-raz nepreryvno differenciruema na (0;1), gde m -

polo�itel~noe celoe;

(ii) pri y! +0,
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q(y) �
1X
p=0

qpy
p+��1

; (2.51)

gde q0 6= 0;Re (� + �) > 0, m � Re � i razlo�enie (2.51) m-raz differen-

ciruemo;

(iii) integraly

1Z
1

y
�1=2

q(y)eixydy;

1Z
1

y
j�m�1=2

q
(j)(y)eixydy; j = 1; : : : ;m

shod�ts� ravnomerno pri vseh dostatoqno bol~xih x.

Ocenka ostatka asimptotiqeskogo razlo�eni� iz teoremy 3, [149] spra-

vedliva pri vypolnenii uslovi� (i), (ii) i (Q0
3) vmesto (iii):

(Q0
3) dl� ka�dogo j = 0; 1; : : : ;m; q(m)(y) = O(y�j�1) pri y!1. Na samom

dele, iz (Q0
3), vmeste s nepreryvnost~� proizvodnyh iz (i), sleduet (iii).

Proverim vypolnenie �tih uslovi�:

(i) oqevidno vypolneno dl� l�bogo m � 0;

(ii) funkci� q(y) mo�et byt~ razlo�ena v r�d v ediniqnom kruge jyj < 1

po formule

q(y) =
y
s

1 + y3
= y

s

1X
n=0

�
�y3

�n
; (2.52)

otkuda � = s + 1; q3p = (�1)p; q3p+1 = q3p+2 = 0; p = 0; 1; : : : Uslovie

Re (�+�) = Re (�+s+1) > 0 sovpadaet s levo� qast~� uslovi� shodimosti

integrala (2.1) (neravenstvo (2.8)). Po vtoro� teoreme Abel� razlo�enie

(2.52) beskoneqnoe qislo raz differenciruemo.

(Q0
3) q

(j)(y) = O(ys�3�j) = O(y�j�1), t.e. s � 2.

Dalee, sledu� R. Wong, vvedem oboznaqeni�:

�n(y) = q(y)�
n�1X
i=0

qiy
s+i
; y > 0;

�0;n(y) = �n(y)

i, dl� j = 0; 1; : : : ;m� 1, oboznaqim

�j+1;n(y) = �
0
j;n
(y)� (� + j + 1)�j;n(y)y

�1
: (2.53)

Togda, po teoreme 1 iz [149], dl� l�bogo polo�itel~nogo celogo n, takogo

qto

m� Re � < n < m+
3

2
� Re �;

spravedlivo predstavlenie:

!
�

s
(x) =

n�1X
i=0

qi

�
�
�+i+1+s

2

�
�
�
��i+1�s

2

� 2i+s

xi+s+1
+ �m;n(x); (2.54)
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gde

�m;n(x) =

��1
x

�m 1Z
0

J�+m(xy)�m;n(y)dy:

Podstavl�� znaqeni� qi my mo�em perepisat~ (2.54) v vide:

!
�

s
(x) �

1X
i=0

(�1)i
�
�
�+3i+1+s

2

�
�
�
��3i+1�s

2

� 23i+s

x3i+s+1
; x!1: (2.55)

Otmetim, qto �to asimptotiqeskooe razlo�enie mo�et byt~ poluqeno me-

todom preobrazovani� Mellina, opisannym v [144], upom�nutym tak�e v

[150] i, bolee podrobno, v [58]. Dl� �togo dostatoqno smestit~ traektori�

integrirovani� v integrale (2.24) tak, qtoby ona ohvatyvala ne tol~-

ko pol�sa funkci� �

�
2

3
� s

3
+
u

3

�
i �

�
�

2
+
u

2

�
, no i neskol~ko pol�sov

�

�
1

3
+
s

3
� u

3

�
, summa vyqetov podyntegral~no� funkcii

1

6
H v kotoryh

i daet razlo�enie (2.55).

V teoreme 3 iz to� �e stat~i [149] privedeny ocenki dl� �m;n(x):

pri n = m� Re �+ 1

j�m;n(x)j � B�+m

xm+1=2

1Z
0

y
�1=2j�m;n(y)jdy; (2.56)

a pri m� Re � < n < m� Re �+ 1

j�m;n(x)j � A�+m

xm

1Z
0

j�m;n(y)jdy;

gde

A� = sup
0�y<1

jJ�(y)j;

B� = sup
0�y<1

jy1=2J�(y)j:

Poskol~ku J�(x) nepreryvna na poluosi [0;1) pri Re � � 0, sootnoxeni�

(2.4) i (2.6) dokazyva�t, qto A� i B� koneqny pri Re � � 0 (sm. tak�e

[149]).

2.7.2. Primery.

Pust~ snaqala n = 1. Imeem:

�0;1(y) = � y
s+3

1 + y3
;

68



i esli �1 < Re s � 0, to m = 1:

�1;1(y) = y
s+2y

3(� � s+ 1) + � � s� 2

(1 + y3)2
:

Naprimer, esli s = 0

j�1;1j � B�+1

x3=2

1Z
0

y
�1=2

�����y
5(� + 1)

(1 + y3)2
+
y
2(� � 2)

(1 + y3)2

����� dy �

� (5j� + 1j+ j� � 2j)�
9
B�+1x

�3=2 = C1x
�3=2

;

gde C1 = (5j� + 1j+ j� � 2j)�
9
B�+1. Togda

����!�0 � 1

x

���� � (5j� + 1j+ j� � 2j)�
9
B�+1x

�3=2
: (2.57)

�ta ocenka pozvol�et, v qastnosti, lokalizovat~ nuli funkcii !�0 :

�
1

x
� Re !�0

�2
+ (Im !

�

0)
2 � (C1)

2

x3
)

) 2x�1Re !�0 � x
�2 � (C1)

2
x
�3 + j!�0 j2:

Takim obrazom, pri x > (C1)
2
; Re !�0 > 0 i !�0 ne imeet nule� na �tom

intervale. Ocenka (2.57) mo�et byt~ perepisana v terminah G-funkcii

Me�era:

������G5;2
2;8

0
@�x

6

�6 1
3
;
5
6

1
3
;
5
6
;
�

6
;
�

6
+ 1

3
;
�

6
+ 2

3
;��

6
;��

6
+ 1

3
;��

6
+ 2

3

1
A � 6�

x

������ �

� (5j� + 1j+ j� � 2j)2�
2

3
B�+1x

�3=2
:

Vspomnim, qto q1 = q2 = 0, togda, iz (2.53), �1 = �2 = �3. Prostye, no

gromozdkie vyqisleni� privod�t k formule dl� �2;2:

�2;2 = �ys+1
h
y
6(��2 � s

2 + 2s� � 4� + 4s� 3)+

+y3(�2�2 � 2s2 + 4s� � 2� + 2s � 15) � �
2 � s

2 + 2s� + 2� � 2s
i
=

h
(1 + y

3)3
i
:

My ne budem privodit~ zdes~ obwu� (proizvol~nye � i s) formulu dl�

�3;3. Ona mo�et byt~ legko poluqena po rekurrentnomu opredeleni�

(2.53). Pust~ op�t~ s = 0, sledu� tomu �e algoritmu, qto vyxe, mo�-

no tak�e poluqit~ ocenki
���!�0 � 1

x

��� pri n = 2; 3 v vide

����!�0 � 1

x

���� � C2x
�5=2
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i ����!�0 � 1

x

���� � C3x
�7=2

;

gde C2 i C3 - nekotorye parametry, zavis�wie ot �. Iz �tih ocenok

sleduet, qto pri x > (C2)
2=3 ili x > (C3)

2=5
; Re !�0 > 0; i !�0 6= 0.

Pust~, naprimer, � = 0. Togda �
�
1�i
2

�
iz znamenatel� (2.54) imeet po-

l�sa pri neqetnyh znaqeni�h i. Togda v asimptotiqeskom razlo�enii !0
0

tol~ko qleny s nomerami i = 0; 6; : : : ; 6j; : : : ne ravny nul�. Sledovatel~no

!
0
0(x) =

1

x
+ �1;1 =

1

x
+ �2;2 = : : : =

1

x
+ �6;6:

Iz (2.56)

j�1;1j � 7

9
�B1x

�3=2
; j�2;2j � �B2x

�5=2
;

i, ne privod� toqnogo znaqeni� konstanty,

!
0
0(x)�

1

x
= O(B6x

�13=2); x!1:

Rassmotrim teper~ nekotorye nenulevye celye znaqeni� s: s = 1; 2; : : :

Op�t~ n = m � s. Ograniqivxis~ odnim qlenom asimptotiqeskogo raz-

lo�eni�, imeem: n = 1; m = s+ n = s+1. Pust~, naprimer, s = 1; � = 0.

Togda �
�
� i

2

�
iz znamenatel� (2.54) imeet pol�sa pri qetnyh znaqeni�h i.

Pervy� nenulevo� qlen asimptotiqeskogo razlo�eni� imeet nomer i = 3.

Takim obrazom

!
0
1 = �2;1 = �3;2 = �4;3:

Spravedlivy, v qastnosti, sledu�wie ocenki:

j!0
1j = j�2;1j � 8

9
�B2x

�5=2
;

j!0
1 + 9x�5j = j�5;4j � 1119055

7776
�B5x

�11=2
:

2.8. Qislennye rezul~taty

Avtorom byl proveden r�d qislennyh �ksperimentov po vyqisleni�

funkcii !�
s
(x) pri razliqnyh qastnyh znaqeni�h parametrov � i s. Pre-

�de vsego vozmo�no vyqislenie integrala (2.1) po pribli�ennym formu-

lam qislennogo integrirovani�. Byla ispol~zovana ves~ma prodvinuta�

procedura iz biblioteki NAG dl� vyqisleni� nesobstvennyh integralov

ot oscilliru�wih funkci�. Na risunke 1 privedeny neskol~ko grafi-

kov - rezul~tatov ispol~zovani� �to� procedury dl� � = 2; 0 � s � 5=2,

iz kotoryh vidno, qto metody qislennogo integrirovani� da�t priem-

lemy� rezul~tat lix~ dl� znaqeni� s dostatoqno dalekih ot granicy
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absol�tno� shodimosti integrala. Na risunkah so 2-go po 6-o� prive-

deny grafiki funkcii dl� razliqnyh harakternyh par znaqeni� � i s,

ill�striru�wie razliqnye varianty povedeni� funkcii !�
s
(x) - pove-

denie v nule, naliqie, koliqestvo i raspolo�enie nule�, povedenie pri

x � 1. Pri �tom na ka�dom iz �tih risunkov privedeny grafiki, polu-

qennye metodom qislennogo integrirovani�, summirovaniem neskol~kih

(pri vybrannyh znaqeni�h argumenta x � 15 dostatoqno prosummirovat~

vsego 5-10 qlenov r�da, dl� poluqeni� horoxe� toqnosti pri bol~xih zna-

qeni�h argumenta, nu�no sohran�t~ bol~xe znakov mantissy qisla, qto,

odnako, uveliqivaet vrem� vyqisleni�) qlenov r�da i po asimptotiqe-

sko� formule (zdes~ dostatoqno prosummirovat~ 1-3 qlena razlo�eni�).

Iz grafikov vidno, qto oblasti primenimosti r�da i asimptotiqeskogo

razlo�eni� pereseka�ts� i rezul~taty horoxo soglasu�ts� v �to� obwe�

oblasti. �to pozvol�et bystro i s oqen~ horoxe� toqnost~� vyqisl�t~

funkci� !
�

s
(x) na vsem intervale 0 � x < 1, a tak�e ee analitiqe-

skoe prodol�enie v oblasti znaqeni� parametrov i argumenta, v kotoryh

integral (2.1) rashodits�.
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Glava 3

Operatory preobrazovani�

V �to� glave my izuqim razliqnye klassy integral~nyh operatorov

preobrazovani� so special~nymi funkci�mi v �drah. My postroim no-

vye operatory �tih klassov, izuqim ih gruppovye svo�stva i poluqim

formuly ih kompozici�.

My rassmotrim tak�e nekotorye prilo�eni� k funkci�m Bessel� i k

gipergeometriqeskim funkci�m dvuh peremennyh.

3.1. Vvedenie

Opredelenie 3.1.Pust~ dana para operatorov (A;B). Operator T na-

zyvaets� operatorom preobrazovani� (OP), esli vypoln�ets� sootno-

xenie

TA = BT: (3.1)

Sootnoxenie (3.1) nazyvaets� inaqe spleta�wim svo�stvom, togda go-

vor�t, qto OP T spletaet operatory A i B.

Dl� prevraweni� (3.1) v strogoe opredelenie neobhodimo zadat~ pro-

stranstva ili mno�estva funkci�, na kotoryh de�stvu�t dannye ope-

ratory A, B i, sledovatel~no, operator T . Inogda v opredelenie OP

zakladyva�t i trebovanie obratimosti, qto, odnako, ne �vl�ets� ni ob�-

zatel~nym, ni obweprin�tym.

Teori� operatorov preobrazovani� naxla xirokoe primenenie v te-

orii spektral~nyh operatorov, teorii psevdodifferencial~nyh opera-

torov, teorii rasse�ni�, pri izuqenii obratnyh zadaq dl� operatorov

Xturma-Liuvill� i Diraka, pri izuqenii uravneni� s qastnymi proiz-

vodnymi v kompleksno� oblasti i dr.

V pervom razdele �to� glavy izuqaets� special~ny� klass OP tipa

Vekua-�rde�i-Laundesa (V�L).
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Opredelenie 3.2.Abstraktnym OP V�L nazyvaets� spleta�wi� ope-

rator dl� pary (A+ �1; A+ �2), gde A - nekotory� operator, �1; �2 2 C
- kompleksnye qisla. Inymi slovami

T (A+ �1) = (A+ �2)T: (3.2)

V �tom paragrafe my budem oboznaqat~ T = T (�1; �2). Kak pravilo, T

- line�ny� operator. V �tom sluqae iz (3.2) sleduet, qto

TA = (A+ (�2 � �1))T;

T (A+ (�1 � �2)) = AT:

Po�tomu, esli oboznaqit~ qerez LA(�1; �2) klass line�nyh operatorov

V�L, udovletvor��wih (3.2), to poluqim

Utver�denie 3.1.Sledu�wie qetyre uslovi� �kvivalentny:

a) T 2 LA(�1; �2); b) T 2 LA(0; �2 � �1);

v) T 2 LA(�1 � �2; 0); g) T 2 LA(��2;��1):

Odno iz primeneni� OP - �to issledovanie uravneni�. Rassmotrim

operatoronoe uravnenie Au = f . Predpolo�im, qto my obladaem bol~xe�

informacie� o rexenii bolee prostogo (\model~nogo" ili \nevozmuwen-

nogo") uravneni� s drugim operatorom B i znaem OP T dl� pary (A;B).

Togda, primen�� T k uravneni�, poluqim Bv = g, gde v = Tu; g = Tf .

Rexenie pervonaqal~nogo uravneni� vosstanavlivaets� po formule u =

T
�1
v, priqem

kuk � kT�1kkvk
esli T�1 ograniqenny� operator. �to ob��sn�et va�nost~ formul dl�

pr�mogo i obratnogo OP, uslovi� ih ograniqennosti i ocenok norm. V

�tom kontekste OP V�L �vl��ts� operatorami \sdviga" na rexeni�h

differencial~nyh uravneni� po spektral~nomu parametru.

OP �vl��ts� �zykom, na kotorom udobno izlagat~ teori� specfunk-

ci� i integral~nyh operatorov so specfunkci�mi v �drah [77], [78]. OP i

byli vpervye vvedeny Soninym i Puassonom v vide integral~nyh pred-

stavleni� funkci� Bessel� qerez trigonometriqeskie i naoborot.

Operatory V�L byli vvedeny i izuqeny v rabotah I.N. Vekua [8], [9],

[10], A. �rde�i [92], [94], [96] i D�.S. Laundesa [117]-[119]. Oni ispol~zo-

valis~ tak�e v [24], [50], [51], [53], [71], [161].
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V rabotah Vekua, �rde�i i Laundesa rassmatriva�ts� sledu�wie ba-

zovye differencial~nye operatory:

A = D
2 =

d
2

dx2
; A = B� = D

2 +
2� + 1

x
D; A = x

2
B�:

My prodol�aem rassmotrenie teh �e operatorov. Plan glavy sledu�-

wi�. Tak kak razliqnye klassy OP V�L rasse�ny v �urnal~no� i mo-

nografiqesko� literature, my privodim izvestnye formuly dl� nih s

klassifikacie� po tipu integral~nyh operatorov. Dl� osnovnyh OP

V�L dokazyvaem polugruppovoe svo�stvo. Zatem, ispol~zu� metod fak-

torizacii iz [24], my postroim novye klassy OP V�L, �dra kotoryh

vyra�a�ts� qerez gipergeometriqeskie funkcii ot dvuh peremennyh. V

teoreme 3.2 ustanavlivaets� sootvetstvie me�du OP V�L i odnim klas-

som OP, pri �tom obobwaets� rezul~tat iz [25]. V poslednem razdele

glavy my rassmotrim operatory Buxmana-�rde�i, postroim ih kompo-

zicii v vide integral~nyh operatorov, �dra kotoryh vyra�a�ts� qerez

G-funkci� Me�era.

V rabote ispol~zu�ts� obyqnye oboznaqeni� dl� funkci� Bessel�

J�(z); I�(z). Funkcii Bessel�-Klifforda [50], vyra�a�ts� qerez funk-

cii Bessel� sledu�wim obrazom:

�J�(z) =
�(� + 1)2�

z�
J�(z);

�I�(z) =
�(� + 1)2�

z�
I�(z):

Bolee rasprostranennymi �vl��ts� nazvani� \normirovanna�" ili \ma-

la�" funkcii Bessel� i Makdonal~da s oboznaqeni�mi

j�(z) = �J�(z); i�(z) = �I�(z):

Dl� funkci� dvuh peremennyh s l�bym qislom parametrov my is-

pol~zuem, sledu� [145] i [142], sledu�wee oboznaqenie dl� r�da Kampe-de-

Fer~e:

F
p;q;r

s;t;u

0
@ �1; : : : ; �p

a1; : : : ; as

�1; : : : ; �q

b1; : : : ; bt

1; : : : ; r

c1; : : : ; cu

x

y

1
A =

=
1X
k=0

1X
n=0

(�)k+n

(a)k+n

(�)k

(b)k

()n

(c)n

x
k

k!

y
n

n!
; (3.3)

gde (a)k - simvol Pohgammera, vvedenny� v glave 1; simvol Pohgammera

vektornogo argumenta d = (d1; : : : ; dn) opredel�ets� po formule

(d)i = (d1)i � : : : � (dn)i:
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V qastnosti

�2(�1; �2; a;x; y) =
1X
k=0

1X
n=0

(�1)k(�2)k

(a)k+n

x
k

k!

y
n

n!
=

= F
0;2;0
1;0;0

0
@
a

�1; �2 x

y

1
A ;

2F1(a; b; c; z) = F
0;2;0
0;1;0

0
@ a; b

c

z

0

1
A ;

pFq((ap); (bq); z) = F
0;p;0
0;q;0

0
@ a1; : : : ; ap

b1; : : : ; bq

z

0

1
A ;

�J�(z) = F
0;0;0
0;1;0

0
@

� + 1

�z2=4
0

1
A ;

R1(�; �; �
0
; �; ; �0;x; y) =

1X
k=0

1X
n=0

(�)k+n(�)k(�
0)n(�)k

()k+n(�0)k

x
k

k!

y
n

n!
=

= F
1;2;1
1;1;0

0
@ �



�; �

�
0

�
0
x

y

1
A :

Zdes~ �2 - vyro�denna� gipergeometriqeska� funkci� Gumberta, R1 -

funkci�, vvedenna� i izuqenna� v [11].

3.2. Integral~nye operatory i OP V�L

Opredelim funkcional~nye prostranstva

S0+ = ff(x) 2 C1(0;1)j lim
x!0

x
�k
f(x) = 0g;

S� = ff(x) 2 C1(0;1)j lim
x!1

x
k
f(x) = 0g

dl� vseh qisel k � 0. Tam, gde �to ne ogovoreno osobo, operatory tipa
xR
0

K(x; t)f(t)dt rassmatriva�ts� na prostranstve S0+, a operatory tipa

1R
x

K(x; t)f(t)dt - na S�. My budem ispol~zovat~ �ti prostranstva v for-

mulirovkah teorem, da�e esli �ti teoremy legko mogut byt~ dokazany

dl� bolee xirokih klassov funkci�. My tak�e budem podrazumevat~,

qto vs�du v takih operatorah x > 0.

My ispol~zuem oboznaqeni� dl� integral~nyh operatorov iz �nciklo-

pediqesko� monografii [50].
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Vvedem integral~nye operatory po formulam:

1) operatory drobnogo integrodifferencirovani� Rimana-Liuvill�

I
�

a+f(x) =
1

�(�)

xZ
a

f(t)

(x� t)1��
dt; x > a; � > 0; (3.4)

I
�

b�f(x) =
1

�(�)

bZ
x

f(t)

(t� x)1��
dt; x < b; � > 0: (3.5)

Modifikaci�mi �tih operatorov �vl��ts�

2) operatory �rde�i-Kobera

I
�

a+;�;�f(x) =
�x

��(�+�)

�(�)

xZ
a

t
��+��1

f(t)

(x� � t�)
1��dt; x > a; � > 0; (3.6)

I
�

b�;�;�f(x) =
�x

��

�(�)

bZ
x

t
�(1����)�1

f(t)

(t� � x�)
1�� dt; x < b; � > 0; (3.7)

� - proizvol~noe de�stvitel~noe qislo.

3) Sledu�wie integral~nye operatory otnos�ts� k tipu OP V�L ili

sv�zany s nimi (sm. [50]):

C
�;�

a+ f(x) � Ca+(�; �)f(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1j��1
�
�
p
x� t

�
f(t)dt =

=

 
�

2

!1�� xZ
a

(x� t)
��1

2 J��1
�
�
p
x� t

�
f(t)dt;

C0+(�; �)f(x) =

 
�

2

!1�� xZ
0

(x� t)
��1

2 J��1
�
�
p
x� t

�
f(t)dt;

Cb�(�; �)f(x) =

 
�

2

!1�� bZ
x

(t� x)
��1

2 J��1
�
�
p
t� x

�
f(t)dt;

C�(�; �)f(x) =

 
�

2

!1�� 1Z
x

(t� x)
��1

2 J��1
�
�
p
t� x

�
f(t)dt;

Ea+(�; �; )f(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1j��1

�
�

q
(x� t)(x� t+ )

�
f(t)dt;

(3.8)

Eb�(�; �; )f(x) =
1

�(�)

bZ
x

(t� x)��1j��1

�
�

q
(t� x)(t� x+ )

�
f(t)dt:

(3.9)

Vo vseh �tih formulah Re � > 0; � 2 C; j arg j < �; j� - normirovanna�

funkci� Bessel�.
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Pri qastnom znaqenii parametra � = 0 vvedennye operatory svod�ts�

k rassmotrennym ranee operatoram Rimana-Liuvill�:

Ca+(�; 0) = Ea+(�; 0; ) = I
�

a+:

Operatory Ea+; Eb� �vl��ts� nesvertoqnymi, no ih svo�stva analogiqny

svo�stvam operatorov C, k kotorym oni svod�ts� pri  = 0.

K qislu izvestnyh svo�stv �tih operatorov V�L otnos�ts� formuly

kompozici�, sledu�wie iz �ksponencial~nyh predstavleni� operatorov:

Ca+(�; �) = I
�

a+ exp

 
��

2

4
I
1
a+

!
;

Ca+(�; �)Ca+(; �) = Ca+

�
�+ ;

p
�2 + �2

�
;

Ca+(�; �)Ca+(; i�) = I
�+
a+ ;

Ca+(�; �)I
�

a+ = Ca+(�+ �; �);

analogiqnye formuly spravedlivy dl� Cb� [50].

Izvestno tak�e, qto v obrazah preobrazovani� Laplasa �ti operatory

preobrazovani� V�L svod�ts� k umno�eni� na mul~tiplikatory:

L(Af) = m(A)L(f);

m (C0+(�; �)) (p) = p
�� exp

 
��

2

4p

!
; Re p > 0:

�to delaet prozraqnymi privedennye vyxe formuly kompozici�.

Upom�nem sledu�wie nesvertoqnye operatory, tak�e sv�zannye s OP

V�L:

P0+(�; �)f(x) =

 
�

2

!1�� xZ
0

t
1��

2 (x� t)
��1

2 J��1

�
�

q
t(x� t)

�
f(t)dt; (3.10)

Q0+(�; �)f(x) =

 
�

2

!1��

x
1��

2

xZ
0

(x� t)
��1

2 I��1

�
�

q
x(x� t)

�
f(t)dt; (3.11)

R0+(�; �)f(x) =

 
�

2

!1�� xZ
0

t
1��

2 (x� t)
��1

2 I��1

�
�

q
t(x� t)

�
f(t)dt; (3.12)

S0+(�; �)f(x) =

 
�

2

!1��

x
1��

2

xZ
0

(x� t)
��1

2 J��1

�
�

q
x(x� t)

�
f(t)dt: (3.13)

Ewe odno� paro� operatorov V�L �vl��ts� obobwennye operatory �rde�i-

Kobera:

J�(�; �)f(x) = 2��1��x�2��2�
xZ
0

t
2�+1(x2 � t

2)
��1

2 J��1
�
�

p
x2 � t2

�
f(t)dt;

(3.14)
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R�(�; �)f(x) = 2��1��x2�
1Z
x

t
1�2��2�(t2 � x

2)
��1

2 J��1
�
�

p
t2 � x2

�
f(t)dt;

(3.15)

gde Re � > 0; � > �1=2. Sluqa� � = 0 dol�en byt~ rassmotren osobo.

4) Osobo dl� operatorov (3.14) i (3.15) rassmotrim sluqa� � = 0 i � = 0,

vved� operatory Vol~terra II roda na differenciruemyh funkci�h

1J�f(x) � J�f(x) = f(x)� �

xZ
0

t

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt = (3.16)

= f(x)� �
2

2

xZ
0

t 0F1

 
2;��

2 (x2 � t
2)

4

!
f(t)dt =

=

xZ
0

J0

�
�

p
x2 � t2

�
Df(t)dt; f(0) = 0; (3.17)

1R�f(x) � R�f(x) = f(x)� �

1Z
x

t

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t)dt = (3.18)

= f(x)� �
2

2

1Z
x

t 0F1

 
2;��

2 (t2 � x
2)

4

!
f(t)dt =

= �
1Z
x

J0

�
�

p
t2 � x2

�
Df(t)dt; 0 < a < x; t

� 1

2 f(t) 2 L1(a;1); Im � = 0;

(3.19)

gde D =
d

dx
.

Vvedem operatory zameny peremenno� po formulam:

Af(x) = f(x2); Bf(x) = Af(x) =
1

2
x
� 1

2f(
p
x); Hf(x) = A

�1
f(x) = f(

p
x):

Togda spravedlivy sledu�xie formuly, ustanavliva�wie sv�zi me�du

operatorami J�; R� i C0+; C�.

Utver�denie 3.2. J� = AC0+(1; �)BD.

Dokazatel~stvo.

C0+(1; �)Bg =

xZ
0

J0

�
�
p
x� t

�
(Bg)(t)dt =

=

xZ
0

J0

�
�
p
x� t

� 1
2
t
�1=2

g

�p
t

�
dt =

8<
:
p
t = y

t = y
2
; dt = 2ydy

9=
; =

=

p
xZ

0

J0

�
�

q
x� y2

�
1

2y
g(y)2ydy;
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AC0+(1; �)BDf =

xZ
0

J0

�
�

q
x2 � y2

�
Df(y)dy:

Utver�denie 3.3. J� = I + AC0+(0; �)H = A(I + C0+(0; �))H, gde I -

ediniqny� operator.

Dokazatel~stvo.

AC0+(0; �)Hf =

= A
�

2

xZ
0

(x� t)�1=2J�1
�
�
p
x� t

�
f

�p
t

�
dt =

8<
:
p
t = y

t = y
2
; dt = 2ydy

9=
; =

= A
�

2

p
xZ

0

�
x� y

2
��1=2

J1

�
�

q
x� y2

�
(�1)f(y)2ydy =

= ��
xZ
0

y

J1

�
�
p
x2 � y2

�
p
x2 � y2

f(y)dy:

Analogiqno operator R� vyra�aets� qerez C�.

Ispol~zu� operacii sopr��eni� i obraweni�, my poluqim iz opera-

torov J� i R� ewe xest~ operatorov togo �e tipa:

2J�f = 1J�f = f(x)� �x

1Z
x

J1(�
p
t2 � x2)p

t2 � x2
f(t)dt = x 1R�

1

x
f; (3.20)

2R�f = 1R�f = f(x) � �x

xZ
0

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt = x 1J�

1

x
f; (3.21)

3J�f = (1J�)
�1
f = f(x) + �

xZ
0

t

I1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt = 1Ji�f; (3.22)

3R�f = (1R�)
�1
f = f(x) + �

1Z
x

t

I1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t)dt = 1Ri�f; (3.23)

4J�f = (1J�)
�1
f = f(x)� �x

1Z
x

I1(��
p
t2 � x2)p

t2 � x2
f(t)dt =

= x 3R���
1

x
f = 1J i�f = x 1R�i�

1

x
f; (3.24)

4R�f = (1R�)
�1
f = f(x)� �x

xZ
0

I1

�
��px2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt =

= x 3J���
1

x
f = 1Ri�f = x 1J�i�

1

x
f: (3.25)

79



Dl� poluqeni� formul sv�zi operatorov iJ�; iR�; i = 2; 3; 4 s operato-

rami C0+; C� dostatoqno vospol~zovat~s� odnim iz ravenstv, priveden-

nyh vyxe. Naprimer

2J�f = x 1R�

1

x
f = DAC

1;�
0+Bf = xAC

1;��
� BD

1

x
f;

3J�f = 1Ji�f = I
1
0+B

�1
�
C

1;�
0+

��1
A
�1
f = AC

1;i�
0+ BDf:

Ots�da, v qastnosti, mo�no vyvesti formuly obraweni� i sopr��eni�

operatorov C0+; C�.

5) Vvedennye operatory (3.16), (3.18), (3.20)-(3.25) obrazu�ts�, pri vypol-

nenii dopolnitel~nyh ograniqeni� na funkci�, s ispol~zovaniem dif-

ferencirovani� iz \perviqnyh" operatorov

5J�f =

xZ
0

J0

�
�

p
x2 � t2

�
f(t)dt;

5R�f = �
1Z
x

J0

�
�

p
t2 � x2

�
f(t)dt;

6J�f = �
1Z
x

J0

�
��
p
t2 � x2

�
f(t)dt = 5R��f;

6R�f =

xZ
0

J0

�
��
p
x2 � t2

�
f(t)dt = 5J��f;

7J�f =

xZ
0

I0

�
�

p
x2 � t2

�
f(t)dt = 5Ji�f;

7R�f = �
1Z
x

I0

�
�

p
t2 � x2

�
f(t)dt = 5Ri�f;

8J�f = �
1Z
x

I0

�
���
p
t2 � x2

�
f(t)dt = 7R���f;

8R�f =

xZ
0

I0

�
���
p
x2 � t2

�
f(t)dt = 7J���f;

tak qto

1R� = 5R�D; 1J� = 5J�D; 3R� = 7R�D; 3J� = 7J�D;

2R� = D6R�; 2J� = D6J�; 4R� = D8R�; 4J� = D8J�:

Va�nost~ vvedennyh zdes~ dvuh seri� operatorov v tom, qto oni so-

der�at po suwestvu vse izvestnye OP dl� pary (D2
;D

2 + �). Odna iz
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cele� �to� glavy - postroenie na baze �tih OP novyh OP s razliqnymi

svo�stvami.

Ewe dva klassa OP V�L, upom�nutye nami ranee - nesvertoqnye OP

V�L (3.8)-(3.9) i obobwennye operatory �rde�i-Kobera (3.14)-(3.15) v

�to� rabote podrobno ne rassmatriva�ts�. Otmetim, qto de�stvie vve-

dennyh operatorov v vesovyh prostranstvah Lp(0;1) izuqalos~ v [104].

3.3. Operatory tipa V�L kak OP

Privedem prosto� obwi� rezul~tat, pozvol��wi� prover�t~ inte-

gral~nye operatory na spleta�wee svo�stvo dl� pary (B� ; B� + !).

Rassmotrim integral~ny� operator Vol~terra vtorogo roda

Jf(x) = �f(x) +

xZ
a

K(x; t)f(t)dt; (3.26)

gde a � 0 ili a =1.

Teorema 3.1.Integral~ny� oprator (3.26), v kotorom �dro K(x; t) ime-

et nepreryvnye vtorye qastnye proizvodnye po ka�do� peremenno�,

�vl�ets� na podhod�wih funkci�h f 2 C
2 OP tipa V�L s operatorom

A = B� = D
2 +

2� + 1

x
D, t.e. osuwestvl�et preobrazovanie

JB�f = (B� + !)Jf;

esli vypolneny sledu�wie uslovi�:

1) !�+
2(� � �)

x
K(x; x) + 2

d

dx
K(x; x) = 0;

2) �(� � �) = 0;

3)

�
! � 2� + 1

t2

�
K(x; t)+

2�+ 1

x

@

@x
K(x; t)+

2� + 1

t

@

@t
K(x; t)+

@
2

@x2
K(x; t)� @

2

@t2
K(x; t) = 0;

4)
2� + 1

a
K(x; a)f(a)� @

@t
K(x; a)f(a) +K(x; a)Df(a) = 0;

gde poslednee uslovie pri a = 0 ili a =1, kak i v drugih \nesobstven-

nyh" sluqa�h, ponimaets� v smysle predela:

40)
2� + 1

t
K(x; t)f(t)� @

@t
K(x; t)f(t) +K(x; t)Df(t)! 0; t! a:

Dokazatel~stvo. Nam nu�no vyvesti uslovi�, pri kotoryh

(B� + !)Jf � JB�f = 0:
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Pervy� qlen vyra�eni� raven

(B� + !)Jf(x) = D
2

xZ
a

K(x; t)f(t)dt+
2� + 1

x
D

xZ
a

K(x; t)f(t)dt+

+ !

xZ
a

K(x; t)f(t)dt+ �(B� + !)f(x) =

=

xZ
a

@
2
K(x; t)

@x2
f(t)dt+

2� + 1

x

xZ
a

@K(x; t)

@x
f(t)dt+ !

xZ
a

K(x; t)f(t)dt+

+ 2

"
@K(x; t)

@x
f(t)

#
jt=x

+
@K(x; t)

@t jt=x
f(x) +

+ K(x; x)f 0(x) +K(x; x)
1

x
f(x)(2� + 1) + �(B� + !)f(x):

Vtoro� qlen vyra�eni� raven

JB�f(x) = �B�f(x) +

xZ
a

K(x; t) (B�f) (t)dt =

= �B�f(x) + K(x; t)f 0(t)jx
a
+ (2� + 1)

1

t
K(x; t)f(t)jx

a
� @K(x; t)

@t
f(t)jx

a
+

+

xZ
a

@
2
K(x; t)

@t2
f(t)dt� (2� + 1)

xZ
a

@K(x; t)

@t

1

t
f(t)dt+ (2� + 1)

xZ
a

K(x; t)
1

t2
f(t)dt:

Togda pri 0 < a <1 imeem

(B� + !)Jf � JB�f =

=

 
!� +

2(� � �)

x
K(x; x) + 2

d

dx
K(x; x)

!
f(x)+

+2�
� � �

x
f
0(x)+

+

xZ
a

(�
! � 2� + 1

t2

�
K(x; t) +

2� + 1

x

@

@x
K(x; t) +

2� + 1

t

@

@t
K(x; t)+

+
@
2

@x2
K(x; t)� @

2

@t2
K(x; t)

)
f(t)dt+ (3.27)

+
2� + 1

a
K(x; a)f(a)� @

@t
K(x; t)jt=af(a) +K(x; a)f 0(a) = 0:

Priravniva� k nul� ka�doe iz qetyreh slagaemyh poluqaem uslovi�

teoremy. Netrudno videt~, qto pri a = 0 ili a =1 privedennye vyklad-

ki privod�t k uslovi� 4'. Odnovremenno otmetim, qto \podhod�wimi"

�vl��ts� funkcii, dl� kotoryh, v qastnosti, suwestvu�t integraly

xZ
a

K(x; t) f(t) dt;

xZ
a

K(x; t) f 00(t) dt;

xZ
a

1

t
K(x; t) f 0(t) dt; (3.28)
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i sledu�wie dva integrala dopuska�t differencirovanie pod znakom

integrala:

D

xZ
a

K(x; t) f(t) dt; D2

xZ
a

K(x; t) f(t) dt: (3.29)

Teper~, dl� primera, proverim vypolnenie uslovi� 1-4 dl� pary ope-

ratorov 1J� i 1R�.

Sledstvie 3.1.Pust~ f 2 S0+: Togda

1J� B�f(x) = (B� + �
2)1J�f(x); x > 0:

Dokazatel~stvo. V oboznaqeni�h (3.26) � = 1; a = 0;

K(x; t) = ��t
J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

= ��
2
t

2
0F1

 
2;��

2(x2 � t
2)

4

!
;

priqem poslednee predstavlenie �dra delaet oqevidno� nepreryvnost~

�dra i �dra, delennogo na t, po peremenno� t na otrezke [0; x] i suwestvo-

vanie vseh qastnyh proizvodnyh. Ots�da sleduet, qto uslovie f 2 S0+

�vl�ets� dostatoqnym dl� suwestvovani� integralov (3.28) i dopustimo-

sti differencirovani� v vyra�eni�h (3.29) (na samom dele dostatoqno

bylo potrebovat~ f 2 C2[0;1)).

Uslovie 2 daet � = �.

Uslovie 1: ! = �2 d
dx
K(x; x) = �

2.

Uslovie 3:

�
�
2 � 2� + 1

t2

�
K(x; t) +

2� + 1

x

@

@x
K(x; t)+

+
2� + 1

t

@

@t
K(x; t) +

@
2

@x2
K(x; t)� @

2

@t2
K(x; t) =

= � �
3
tp

x2 � t2

0
@J1 ��px2 � t2

�
� 4

J2

�
�
p
x2 � t2

�
�
p
x2 � t2

+

+ J3

�
�

p
x2 � t2

��
� 0:

Pri vyvode poslednego to�destva ispol~zovana formula sv�zi sme�nyh

funkci� Bessel� (2.10).

Uslovie 4: 2��
J1(x)

x
f(0) = 0.

Sledstvie 3.2.Pust~ Im � = 0; f; f 0; f 00 2 S�: Togda

1R� B�f(x) = (B� � �
2)1R�f(x); x > 0:
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Dokazatel~stvo. V oboznaqeni�h (3.26) � = 1; a = +1;

K(x; t) = �t

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

= ��
2
t

2
0F1

 
2;��

2(t2 � x
2)

4

!
;

togda dl� vypolneni� uslovi� (3.28) i (3.29) dostatoqno potrebovat~ ab-

sol�tnu� integriruemost~ na beskoneqnosti funkci�

t
� 1

2 f(t); t�
3

2f
0(t); t�

1

2f
00(t) 2 L1(a;1); a > 0: (3.30)

Kak i v sluqae operatora 1J�, uslovie 2 daet � = �.

Uslovie 1: ! = �2 d
dx
K(x; x) = ��2.

Uslovie 3: �
�
�
2 +

2� + 1

t2

�
K(x; t) +

2� + 1

x

@

@x
K(x; t)+

+
2� + 1

t

@

@t
K(x; t) +

@
2

@x2
K(x; t)� @

2

@t2
K(x; t) =

= � �
3
tp

t2 � x2

0
@J1 ��pt2 � x2

�
� 4

J2

�
�
p
t2 � x2

�
�
p
t2 � x2

+ J3

�
�

p
t2 � x2

�1A � 0:

Uslovie 4: lim
t!1

2
42��J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t)+

+�2t2
J2

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t) + �t

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f
0(t)

3
5 =

= lim
t!1

h
t
�3=2

f(t) + t
�1=2

f(t) + t
�1=2

f
0(t)

i
= 0; (3.31)

takim obrazom, vmeste s vypolneniem uslovi� (3.30) nu�no potrebovat~

vypolnenie (3.31). Pri �tom uslovie f; f 0; f 00 2 S�, vynesennoe v formuli-
rovku teoremy, �vl�ets� dostatoqnym. Poslednie vykladki spravedlivy

tol~ko pri Im � = 0, pri Im � 6= 0 ograniqeni� na funkci� dol�ny byt~

�estqe.

Zametim, qto dl� qastnogo znaqeni� � = �1
2
, pri kotorom operator

Bessel� �vl�ets� operatorom dvuhkratnogo differencirovani� B� 1

2
=

D
2 =

d
2

dx2
analogi sledstvi� 3.1 i 3.2 privedeny v [50].

Izvestnye rezul~taty iz [50], [116], [92] o svertoqnyh svo�stvah ope-

ratorov �rde�i-Kobera, obobwennyh operatorov �rde�i-Kobera (3.14)-

(3.15), operatorov Sonina-Puassona-Del~sarta, nesvertoqnyh operatorov

(3.10)-(3.13) tak�e sledu�t iz teoremy 3.1. Pri pomowi �to� teoremy

tak�e vozmo�no vyvesti uslovi�, pri kotoryh operatory kR�; kJ�; 2 �
k � 9 �vl��ts� OP V�L.
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V rabote [25] pri pomowi integral~nyh operatorov Sa�go [140], [141]

postroen OP, de�stvu�wi� po formule

I(�)
�
x
2
B�

�
=
�
x
2
B��

�
I(�):

Poka�em, qto postroenie takih OP i v bolee obwem sluqae pary opera-

torov (x2B�; x
2
B�) svodits� k postroeni� OP V�L.

Vvedem operatory zameny po formulam

[Cf(x)](t) = f(et); [C�1
g(t)](x) = g(lnx):

Togda spravedliva

Teorema 3.2.Pust~ dan OP V�L T (a; b):

T (a; b)(D2 + a) = (D2 + b)T (a; b); (3.32)

togda operator

I(�; �) = C
�1
e
��t

T (��2;��2) e�t C

�vl�ets� OP:

I(�; �)(x2B�) = (x2B�)I(�; �): (3.33)

Obratno, pust~ zadan OP I(�; �), dl� kotorogo spravedliva formula

(3.33). Togda operator

T (��2;��2) = e
�t
C I(�; �) C�1

e
��t

�vl�ets� OP V�L i dl� nego spravedliva formula (3.32) pri a = ��2; b =
��2.

Dokazatel~stvo. Posqitaem kompozici� operatorov

C
�1
e
��t

T (��2;��2) e�t C

i operatora (x2B�). Pol~zu�s~ pravilami differencirovani� proizve-

deni� dvuh funkci� i slo�no� funkcii neslo�no poluqit~ sledu�wie

formuly:

DCf(x) =
d

dx
f (ex) = e

x
f
0 (ex) = e

x
CDf(x)) CDf(x) = e

�x
DCf(x);

D
2
Cf(x) = e

2x
CD

2
f(x) + e

x
CDf(x) = e

2x
CD

2
f(x) +DCf(x))

) CD
2
f(x) = e

�2x
�
D

2
C �DC

�
f(x);

Cx
2
B�f(x) =

�
e
2x
CD

2 + (2� + 1)exCD
�
f(x) =

�
D

2 + 2�D
�
Cf(x);
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D
2
e
ax
f(x) = e

ax
D

2
f(x)+2aeaxDf(x)+a2eaxf(x)) e

�x

�
D

2 + 2�D
�
=
�
D

2 � �
2
�
e
�x
:

(3.34)

Primen�� posledovatel~no �ti formuly, imeem

e
�x
C(x2B�)f(x) =

�
D

2 � �
2
�
e
�x
Cf(x)

i

T (��2;��2)e�xC(x2B�)f(x) =
�
D

2 � �
2
�
T (��2;��2)e�xCf(x): (3.35)

Dalee

De
ax
f(x) = e

ax
Df(x) + ae

ax
f(x))

) e
��x

�
D

2 � �
2
�
f(x) = D

2
e
��x+2�e��x(D��)f(x) =

�
D

2 + 2�D
�
e
��x

f(x);

DC
�1
f(x) =

1

x
C
�1
Df(x)) C

�1
Df(x) = xDC

�1
f(x);

D
2
C
�1
f(x) =

1

x2
C
�1
�
D

2 �D

�
f(x))

) C
�1
D

2
f(x) =

�
x
2
D

2 + xD

�
C
�1
f(x))

) C
�1
e
��x

�
D

2 � �
2
�
f(x) = C

�1
�
D

2 + 2�D
�
e
��x

f(x) =

=
�
x
2
D

2 + xD + 2�xD
�
C
�1
f(x) = x

2
B�C

�1
f(x): (3.36)

Soqeta� (3.35) i (3.36) poluqaem pr�moe utver�denie teoremy. Neslo�-

no videt~, qto privedennye vyxe vykladki odnovremenno dokazyva�t i

obratnoe utver�denie teoremy.

Takim obrazom ustanovleno vzaimno-odnoznaqnoe sootvetstvie me�du

OP, udovletvor��wimi (3.32) i (3.33). OP V�L, udovletvor��wie (3.32),

mogut byt~ opisany qerez edinstvenny� tako� operator T0 i seme�stvo

operatorov, kommutiru�wih s D2. Imenno, dl� l�bogo T1, udovletvo-

r��wego (3.32), operator (T1T
�1
0 ) kommutiruet s D2 i T1 = (T1T

�1
0 )T0.

Sledovatel~no, to �e spravedlivo i dl� OP (3.33).

Naprimer, operatory Sa�go iz I
�;�2�;�
0+ i I

�;�2�;�
� [25] pozvol��t postro-

it~ OP, kommutiru�wie s (D2 � �
2):

T+f(x) =
e
(���)x

�(�)

xZ
�1

(ex � e
t)��1e(1��)t2F1(�� 2�;��;�; 1 � e

t�x)f(t)dt;

T�f(x) =
e
��x

�(�)

1Z
x

(et � e
x)��1e�(1��+�)t2F1(� � 2�;��;�; 1 � e

x�t)f(t)dt;

gde � i � - svobodnye parametry.

Otmetim, qto metod OP v suwestvenno� mere byl razrabotan pri ras-

smotrenii pary operatorov (B�; D
2) dl� operatorov Sonina-Puassona-

Del~sarta i ih modifikaci� [77], [78], [102], [30].
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3.4. Polugruppovoe svo�stvo OP V�L

Teorema 3.3.Pust~ f 2 S0+. Togda pri 0 < x spravedliva formula

1J� 1J�f(x) = 1J
p

�2+�2
f(x).

Dokazatel~stvo.

(1J� 1J�f) (x) = 1J�

2
4f(x)� �

xZ
0

t

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt

3
5 (x) =

= 1J�f(x)� �

xZ
0

t

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt+

+��

xZ
0

t

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

tZ
0

s

J1

�
�
p
t2 � s2

�
p
t2 � s2

f(s)dsdt =

= 1J�f(x) + 1J�f(x)� f(x) + ��

xZ
0

sf(s)I�;�(s; x)ds; (3.37)

gde

I
�;�(s; x) =

xZ
s

J1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

J1

�
�
p
t2 � s2

�
p
t2 � s2

tdt =

�
y =

p
t2 � s2; t =

q
s2 + y2; tdt = ydy; a =

p
x2 � s2

�

=

aZ
0

J1(�y)
J1

�
�
p
a2 � y2

�
p
a2 � y2

dy = K(a):

Izmenenie por�dka integrirovani� v (3.37) dopustimo, t.k. interval in-

tegrirovani� koneqen i podyntegral~na� funkci� nepreryvna na 0 � t �
x; 0 � s � t.

Razlo�im funkci� J1

�
�
p
a2 � y2

�
v r�d (on ravnomerno shodits�) i

prointegriruem ego poqlenno:

K(a) =
1X

m=1

(�1)m�1�2m�1
22m�1m! (m� 1)!

aZ
0

�
a
2 � y

2
�m�1

J1(�y)dy =

=
1X

m=1

(�1)m�1�2m�1am�1
2mm!�m

2
64
�
a�

2

�
m�1

(m� 1)!
� Jm�1(a�)

3
75 :

Odin iz dvuh r�dov legko summiruets�:

1X
m=1

(�1)m�1�2m�1a2m�2
22m�1�m!(m� 1)!

=
1

a�
J1(a�):
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Vtoro� r�d Ne�mana posle preobrazovani� summiruets� po formule iz

[6]
1X

m=1

(�1)m�1�2m�1am�1
2mm!�m

Jm�1(a�) =

=
1

a2��

1X
m=0

 
a
2
�
2

2

!
m

(a�)1�m

m!
J1�m(a�)� J1(a�)

a�
=

=
1

a��

q
�2 + �2J1

�
a

q
�2 + �2

�
� J1(a�)

a�
:

Takim obrazom,

K(a) =
1

a�
J1(a�) +

1

a�
J1(a�) �

p
�2 + �2

a��
J1

�
a

q
�2 + �2

�
:

I
�;�(s; x) =

1

��
p
x2 � s2

�
�J1

�
�

p
x2 � s2

�
+ �J1

�
�

p
x2 � s2

�
�

�
q
�2 + �2J1

�q
�2 + �2

p
x2 � s2

��
: (3.38)

Podstavl�� I�;�(s; x), v (3.37) poluqaem utver�denie teoremy.

Formula dl� summy r�da Ne�mana, ispol~zovanna� pri vyqislenii

K(a), privedena v [6] s ograniqeniem j�j < j�j. No I(s; t) simmetriqna

po � i �, sledovatel~no sluqa� j�j > j�j tak�e vozmo�en. Formula osta-
ets� spravedlivo� i v sluqae j�j = j�j, t.k. J1(�x) - cela� funkci� � i
vsledstvie analitiqnosti integrala po parametru.

Teorema 3.4.Pust~ f 2 S�. Togda 1R� 1R�f(x) = 1R
p

�2+�2
f(x) pri

x > 0; Im � = 0; Im � = 0.

Dokazatel~stvo.

(1R�1R�f) (x) =

= 1R�f(x) + 1R�f(x)� f(x) + ��

1Z
x

sf(s)I�;�(x; s)ds =

= 1R
p

�2+�2
f(x):

Op�t~ ostanovims� na obosnovanii dopustimosti izmeneni� por�dka inte-

grirovani�. �tot sluqa� slo�nee, qem v predyduwe� teoreme, t.k. zdes~

my imeem delo s nesobstvennymi (vnutrennim i vnexnim) integralami:

1Z
x

t

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

1Z
t

s

J1

�
�
p
s2 � t2

�
p
s2 � t2

f(s)dsdt:
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Po izvestno� teoreme o shodimosti kratnogo integrala dostatoqno garan-

tirovat~ absol�tnu� shodimost~ odnogo iz povtornyh integralov. Vy-

vedem uslovi� shodimosti integrala

sZ
x

������
J1

�
�
p
s2 � t2

�
p
s2 � t2

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

������ tdt:

Posle zameny peremenno� t2 = � i pereoboznaqeni� x2 = �; s
2 = � imeem:

�Z
�

������
J1

�
�
p
� � �

�
p
� � �

J1 (�
p
� � �)p

� � �

������ d� �

� K(�; �)

�Z
�

(� � � )
�3=4

(� � �)
�3=4

d� � K̂(�; �)p
� � �

;

Zdes~ my vospol~zovalis~ izvestno� ocenko� dl� funkcii Bessel� na bes-

koneqnosti (2.6) jJ1(z)j � Cz
�1=2

; z ! 1; Im z = 0, gde C - nekotora�

konstanta, ne zavis�wa� ot z. Okonqatel~no

1Z
x

sZ
x

������sf(s)
J1

�
�
p
s2 � t2

�
p
s2 � t2

J1

�
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

t

������dtds �

� ~K(�; �)

1Z
x

sp
s2 � x2

jf(s)jds: (3.39)

Uslovie shodimosti 1R�f(x) (3.19) m�gqe, qem (3.39), takim obrazom dosta-

toqno potrebovat~ integriruemost~ na beskoneqnosti jf(x)j. Kak obyq-
no, dl� universal~nosti i qtoby ne zaostr�t~ vnimanie na utoqnenii

prostranstv funkci�, a sosredotoqit~s� na vyvode formul, v zagolovok

teoremy my vynesli uslovie zavedomo bolee �estkoe, qem to, kotoroe po-

luqaets� v processe dokazatel~stva.

Takim obrazom spravedliva

Teorema 3.5. Operatory 1J� i 1R� obrazu�t polugruppu operatorov

po parametru
p
� (Im � = 0) pri vypolnenii sootvetstvu�wih uslovi�

iz teorem 3.3 i 3.4 i dl� nih spravedlivy sledu�wie �ksponencial~nye

predstavleni�:

1J
p
�
f =

0
@exp

0
@��

2

xZ
0

t � dt
1
A
1
A f;

1R
p
�
f =

0
@exp

0
@��

2

1Z
x

t � dt
1
A
1
A f:
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Dokazatel~stvo. Pre�de vsego po�snim termin \polugruppa po para-

metru
p
�". Rassmotrim operator j� = 1J

p
�
. Togda 1J

p
�1J

p
� = j�j� =

1J
p

�+�
= j�+�. Budem govorit~, qto operator 1J� (i 1R�) obrazuet polu-

gruppu operatorov po parametru
p
�. Privedennye rassu�deni� dela�t

prozraqno� formulu rasqeta proizvod�wego operatora polugruppy:

lim
�!0

1

�

h
1J
p
�f � f

i
= � lim

�!0

1p
�

xZ
0

t

J1

�p
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

f(t)dt =

= �
xZ
0

t lim
�!0

J1

�p
�
p
x2 � t2

�
p
�
p
x2 � t2

f(t)dt = �1

2

xZ
0

tf(t)dt:

lim
�!0

1

�

h
1R

p
�f � f

i
= � lim

�!0

1p
�

1Z
x

t

J1

�p
�
p
t2 � x2

�
p
t2 � x2

f(t)dt =

= �
1Z
x

t lim
�!0

J1

�p
�
p
t2 � x2

�
p
�
p
t2 � x2

f(t)dt = �1

2

1Z
x

tf(t)dt:

Neobhodimo obosnovat~ dopustimost~ vneseni� predela pod znak inte-

grala. Vospol~zuems� teoremo� Lebega o predel~nom perehode pod zna-

kom integrala. Dl� �der oboih operatorov spravedliva ocenka

�����J1(z)z

����� �
K (Im z = 0), gde K - konstanta, ne zavis�wa� ot z. Sledovatel~no,

uslovi�, nalo�ennye nami na funkci� v teoremah 3.3 i 3.4, garantiru�t

dopustimost~ perehoda k predelu pod znakom integrala.

Analogiqnymi svo�stvami oblada�t i ostal~nye operatory kJ�; kR�.

Otmetim, qto poluqennye polugruppovye svo�stva �vl��ts� predel~ny-

mi dl� rezul~tatov iz [50].

3.5. Postroenie novyh OP V�L

V �tom punkte stro�ts� novye OP putem kompozicii iz izvestnyh.

�dra �tih novyh OP vyra�a�ts� qerez gipergeometriqeskie funkcii

dvuh peremennyh. Obwie shemy, kotorye my zdes~ ispol~zuem, podrobno

opisany v [24].

Teorema 3.6. Obrazuem kompozici� 9J�(�) = I
�

0+ 1J�. �tot operator

�vl�ets� OP 9J�(�)D
2
f = (D2+�2) 9J�(�)f pri 1J�f 2 I20+(L1); Re � > 1

i vypolnennyh uslovi�h na funkci� f sledstvi� 3.1 i imeet integral~-

noe predstavlenie:

9J�(�)f(x) =
1

�(� + 1)

xZ
0

 
x
2 � s

2

2x

!
�

�
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��2

 
�

2
;
�

2
+
1

2
;�+ 1; 1 � s

2

x2
;
�
2

4
(s2 � x

2)

!
Df(s)ds: (3.40)

Dokazatel~stvo. Spleta�wee svo�stvo vvedennogo operatora vyvodit-

s� iz spleta�wego svo�stva operatora 1J� i svo�stva operatora I
�

0+ kom-

mutirovat~ s Dk
; k = 0; 1; : : : pri sootvetstvu�wih uslovi�h na funkcii

[50]. Poluqim integral~noe predstavlenie vvedennogo operatora:

�
I
�

0+ 1J�f

�
(x) =

1

�(�)

xZ
0

(x� t)��1
tZ

0

J0

�
�

p
t2 � s2

�
Df(s)dsdt =

=
1

�(�)

xZ
0

Df(s)

xZ
s

J0

�
�
p
t2 � s2

�
(x� t)1��

dtds; (3.41)

zdes~ izmenenie por�dka integrirovani� dopustimo, t.k. podyntegral~-

na� funkci� nepreryvna i interval integrirovani� koneqen.

Razlo�im funkci� Bessel� v r�d (on shodits� ravnomerno) i poqlenno

ego prointegriruem:

xZ
s

J0

�
�
p
t2 � s2

�
(x� t)1��

dt =
1X

m=0

(�1)m
�
�

2

�2m
m!m!

xZ
s

(x� t)��1
�
t
2 � s

2
�
m

dt =

8><
>:
y =

t� s

x� s
; t = (x� s)y + s

dt = (x� s)dy

9>=
>;

= (x� s)�
1X

m=0

�
��2

2
(x� s)s

�m
m!m!

1Z
0

(1� y)��1ym
�
1 +

x� s

2s
y

�m
dy =

= (x� s)��(�)
1X

m=0

�
��

2

2
(x� s)s

�
m

m!�(�+m+ 1)
2F1

�
�m;m+ 1;� +m+ 1;

s� x

2s

�
=

= �(�)

 
x
2 � s

2

2x

!� 1X
m=0

�
��

2

4
(x2 � s

2)
�m

m!�(�+m+ 1)
2F1

 
�

2
;
�

2
+
1

2
;�+m+ 1;

x
2 � s

2

x2

!
=

=
1

�

 
x
2 � s

2

2x

!
�

�2

 
�

2
;
�

2
+
1

2
;�+ 1; 1 � s

2

x2
;
�
2

4

�
s
2 � x

2
�!

:

Podstavl�� poslednee vyra�enie v (3.41), poluqaem utver�denie teore-

my. Zdes~ my vospol~zovalis~ formulami dl� funkcii Gaussa 2F1 iz [5]

i formulo� vyra�eni� �2 v vide r�da s funkcie� Gaussa iz [11].

Teorema 3.7. Dl� teh �e operatorov obrazuem kompozici� 10J�(�) =

1J� I
�

0+ = I
��
0+ 9J�(�) I

�

0+. �tot operator �vl�ets� OP 10J�(�) D
2
f =
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(D2 + �
2)10J�(�)f pri f 2 I

1
0+(L1); Re � > 1 i vypolnennyh uslovi�h na

funkci� f sledstvi� 3.1 i imeet integral~noe predstavlenie:

10J�(�)f(x) =
1

�(� + 1)

xZ
0

 
x
2 � s

2

2s

!
�

�

��2

 
�

2
;
�

2
+
1

2
;�+ 1; 1 � x

2

s2
;
�
2

4
(s2 � x

2)

!
Df(s)ds: (3.42)

Dokazatel~stvo. Algoritm dokazatel~stva polnost~� analogiqen pre-

dyduwemu. Privedem lix~ osnovnye �tapy vyqisleni�:

1J� I
�

0+ =

xZ
0

J0

�
�

p
x2 � t2

�
D I

�

0+f(t)dt =

=

xZ
0

J0

�
�

p
x2 � t2

�
I
�

0+Df(t)dt =
1

�(�)

xZ
0

Df(s)

xZ
s

J0

�
�

p
x2 � t2

�
(t�s)��1dt ds;

xZ
s

J0

�
�

p
x2 � t2

�
(t� s)��1dt =

=
1X

m=0

(�1)m
�
�

2

�2m
m!m!

(x� s)m+�(2x)m
1Z

0

(1� y)��1ym
�
1 � y

x� s

2x

�m
dy =

=
1X

m=0

�
��

2

2
(x� s)x

�m
m!m!

(x�s)��(m+ 1)�(�)

�(� +m+ 1)
2F1

�
�m;m+ 1;� +m+ 1;�x� s

2x

�
=

=

 
x
2 � s

2

2s

!
�

�(�)

�(� + 1)
�2

 
�

2
;
�

2
+
1

2
;�+ 1; 1 � x

2

s2
;
�
2

4
(s2 � x

2)

!
:

Vvedennye operatory (3.40)-(3.42) pri � = 0 svod�ts� k drobnym in-

tegralam Rimana-Liuvill�, a pri � = 0 - k OP V�L J� i R�. Po�tomu

oni mogut rassmatrivat~s� kak obobweni� �tih dvuh klassov operatorov.

Sledu� [54] vvedem operator SPD (Sonina-Puassona-Del~sarta)

0S
�

0+f(x) =
2�+2

�(�� � 1)
x

xZ
0

(x2 � t
2)���2t�+1f(t)dt; Re � < �1:

Oqevidno, �tot operator opredelen na nepreryvnyh funkci�h, integri-

ruemyh v nule s vesom t
�+1 : t�+1f(t) 2 L(0; a), dl� nekotorogo a > 0.

Operator X� = 0S
�� 1

2

0+ x
� �vl�ets� OP: X� B� f = D

2
X� f .

Teorema 3.8. Obrazuem kompozici� S0+(�; �) = 3J� 0S
�� 1

2

0+ x
�
; Re � <

�1=2. �tot operator �vl�ets� OP: S0+(�; �) B� f = (D2+�2) S0+(�; �) f

na funkci�h f 2 S0+ i imeet integral~noe predstavlenie:

S0+(�; �)f(x) = 0S
�� 1

2

0+ x
�
f(x) +

2�+
3

2

�(�� � 1
2
)

xZ
0

K�;�(x; s)f(s)ds;
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gde

K�;�(x; s) = s
2�+ 3

2 (x2�s2)��� 3

2

"
�2

 
�1

2
;�1

2
� �;

s
2 � x

2

s2
;
�
2(x2 � s

2)

4

!
� x

s

#
:

Dokazatel~stvo: Snova privedem lix~ osnovnye vykladki rasqeta �dra:

3J� 0S
�� 1

2

0+ x
� = 0S

�� 1

2

0+ x
�
f(x)+

+�

xZ
0

t

I1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

2�+3=2

�(�� � 1
2
)
t

tZ
0

(t2 � s
2)���3=2s2�+1=2f(s)ds dt = (3.43)

= 0S
�� 1

2

0+ x
�
f(x)+�

2�+3=2

�(�� � 1
2
)

xZ
0

s
2�+1=2

f(s)

xZ
s

I1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

t
2(t2�s2)���3=2dt ds:

Dl� obosnovani� dopustimosti izmeneni� por�dka integrirovani� oce-

nim modul~ podyntegral~no� funkcii pri 0 < s < t < x:

������
I1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

t
2(t2 � s

2)���3=2

������ � 2C(�; x)
�
t
2 � s

2
����3=2

t;

togda vnutrenni� integral ocenivaets� pri Re � < �1=2
xZ
s

�
t
2 � s

2
����3=2

2tdt =

x
2�s2Z
0

�
���3=2

d� =

=
�
x
2 � s

2
����1=2 � x

�2��1
:

Sledovatel~no izmenenie por�dka integrirovani� dopusimo pri f 2 S0+.
Nakonec, vyqislim vnutrenni� integral:

xZ
s

I1

�
�
p
x2 � t2

�
p
x2 � t2

t
2(t2 � s

2)���3=2dt =

8>>>><
>>>>:
y =

x
2 � t

2

x2 � s2
; t =

q
x2 � y (x2 � s2)

dt = � x
2 � s

2

2
q
x2 � y (x2 � s2)

dy

9>>>>=
>>>>;

=

1Z
0

I1

�
�

q
y (x2 � s2)

�
q
y (x2 � s2)

�
x
2 � y

�
x
2 � s

2
�� ��

x
2 � s

2
�
(1� y)

����3=2 x
2 � s

2

2
q
x2 � y (x2 � s2)

dy =

=
�

4
s

�
x
2 � s

2
����1=2 1X

m=0

�
�
2(x2�s2)

4

�m
(m+ 1)!

�
�� � 1

2

�
m+1

2F1

 
�1

2
;�� � 1

2
;m� � +

1

2
;
s
2 � x

2

s2

!
=

=
s

�

�
x
2 � s

2
����3=2 "

�2

 
�1

2
;�1

2
� �;

s
2 � x

2

s2
;
�
2(x2 � s

2)

4

!
� x

s

#
:
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3.6. Formuly dl� integralov s funkci�mi

Bessel�

Pri vyvode rezul~tatov danno� glavy nami byli poluqeny sledu�wie

formuly dl� integralov:

xZ
s

I1(�
p
x2 � t2)p

x2 � t2
t
2(t2 � s

2)���
3

2 dt =
s

�
(x2 � s

2)���
3

2�

�
"
�2

 
�1

2
; � 1

2
� �; � 1

2
� �;

x
2 � s

2

s2
;
�
2(x2 � s

2)

4

!
� x

s

#
; x > s > 0; Re � < �1

2
;

I
�;�(s; x) =

xZ
s

J1(�
p
x2 � t2)p

x2 � t2

J1(�
p
t2 � s2)p

t2 � s2
tdt =

1

��
p
x2 � s2

�

�
�
�J1(�

p
x2 � s2) + �J1(�

p
x2 � s2)�

q
�2 + �2J1(

q
�2 + �2

p
x2 � s2)

�
; x > s > 0:

�ti formuly otsutstvu�t v spravoqnikah.

3.7. Formuly kompozici� dl� operatorov

Buxmana-�rde�i

Opredelim operatory Buxmana-�rde�i po formulam

(B
�;�

0+ f) (x) =

xZ
0

�
x
2 � y

2
���=2

P
�

�

 
x

y

!
f(y)dy; (3.44)

(E
�;�

0+ f) (x) =

xZ
0

�
x
2 � y

2
���=2

P
�

�

�
y

x

�
f(y)dy; (3.45)

(B
�;�

� f) (x) =

1Z
x

�
y
2 � x

2
���=2

P
�

�

�
y

x

�
f(y)dy; (3.46)

(E
�;�

� f) (x) =

1Z
x

�
y
2 � x

2
���=2

P
�

�

 
x

y

!
f(y)dy; (3.47)

gde P �

�
(z) - funkci� Le�andra I roda, P�

�
(t) - ta �e funkci� na razreze

�1 < t < 1, na prot��enii vsego paragrafa Re � < 1; x � 0.

Zdes~ i dalee operatory tipa (3.44)-(3.45) rassmatriva�ts� na pro-

stranstve S0+, a operatory tipa (3.46)-(3.47) rassmatriva�ts� na pro-

stranstve S�. My ispol~zuem standartnye oboznaqeni� dl� levo- i pra-

vostoronnih integralov Rimana-Liuvill� i operatorov �rde�i-Kobera

iz monografii [50], my tak�e privodili ih opredeleni� v naqale glavy

(formuly (3.4)-(3.7)).
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My poluqim formuly dl� razliqnyh kompozici� operatorov (3.44)-

(3.47).

Operatory Buxmana-�rde�i �vl��ts� s toqnost~� do stepennyh mno-

�itele� odnomernymi proekci�mi preobrazovani� Radona na sobstvennye

podprostranstva sferiqeskih garmonik [120], [46], [86], [87]. Po�tomu po-

luqennye rezul~taty mogut byt~ primeneny dl� vyvoda formul kompozi-

ci� dvuh preobrazovani� Radona v vide r�da po sferiqeskim garmonikam.

V [54] dokazany formuly faktorizacii dl� operatorov Buxmana-�rde�i

qerez operatory drobnogo integrodifferencirovani� i �rde�i-Kobera,

opredelennye nami v (3.4)-(3.7):

B
�;�

0+ = I
���+2
0+ I

�(�+1)
0+;2;�+1=2

�
2

x

��+1
; (3.48)

E
�;�

0+ =

�
x

2

��+1
I
�+1
0+;2;�1=2I

�(�+�)
0+ ; (3.49)

B
�;�

� =

�
2

x

��+1
I
�(�+1)
�;2;�+1I

���+2
� ; (3.50)

E
�;�

� = I
�(�+�)
0+ I

�+1
�;2;0

�
x

2

��+1
: (3.51)

Sledovatel~no, pri znaqeni�h � = �� dl� E0+; E� i pri znaqeni�h

� = �+2 dl� B0+; B� operatory Buxmana-�rde�i sovpada�t s toqnost~�

do stepennogo mno�itel� s operatorami �rde�i-Kobera, faktiqeski, kak

pokazano v [54], v �tom sluqae oni �vl��ts� izvestnymi operatorami pre-

obrazovani� Sonina-Puassona-Del~sarta. Pri znaqeni�h � = 0 operatory

(3.44)-(3.47) �vl��ts� drobnymi integralami Rimana-Liuvill�

B
0;�
0+ = E

0;�
0+ = I

1��
0+ ; Re � < 1;

B
0;�
� = E

0;�
� = I

1��
� ; Re � < 1:

Iz faktorizaci� (3.48)-(3.51), formul obraweni� operatorov �rde�i-

Kobera i iz gruppovogo svo�stva operatorov Rimana-Liuvill� sleduet

Teorema 3.9. Pust~ Re �1 < 1; Re �2 < 1; x � 0. Togda spravedlivy

formuly

(B
�;�1

0+ E
�;�2

0+ f) (x) =
�
I
2��1��2
0+ f

�
(x); f 2 S0+; (3.52)

(E
�;�1

� B
�;�2

� f) (x) =
�
I
2��1��2
� f

�
(x); f 2 S�; (3.53)

gde I�0+; I
�

� - drobny� integral Rimana-Liuvill�.

Iz teoremy 3.9 sleduet, qto formal~no spravedlivy ravenstva dl�

obratnyh operatorov

(B
�;�

0+ )
�1

= E
�;2��
0+ ; (E

�;�

0+ )
�1

= B
�;2��
0+ ;
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(B
�;�

� )
�1

= E
�;2��
� ; (E

�;�

� )
�1

= B
�;2��
� :

Dl� pridani� �tim ravenstvam toqnogo smysla na funkci�h iz S0+ i S�

v [54] operatory (3.44)-(3.47) opredeleny dl� znaqeni� parametra � � 1.

Formuly obraweni� zavis�t ot vybrannyh prostranstv funkci�. Slu-

qa� prostranstv C(a; b) izuqaets� v [72], [73], [93], [95], [13], [50], [56], [106],

[114], [115], [146], [147], prostranstv tipa Lp v [46], [105], [120], prostranstv

L2 - v [21], [54]. V poslednih rabotah, v qastnosti, dokazano, qto pri celyh

� v L2(0;1) spravedlivy formuly obraweni�

�
B

�;1
0+

��1
= B

�;1
� ;

�
B

�;1
�
��1

= B
�;1
0+ ;

�
E
�;1
0+

��1
= E

�;1
� ;

�
E
�;1
�

��1
= E

�;1
0+ ;

priqem vse vypisannye operatory prodol�a�ts� s S0+ i S� na L2(0;1)

do unitarnyh.

Teorema 3.10. Pust~ Re �1 < 1; Re �2 < 1; f 2 S0+; x � 0. Togda

spravedliva formula kompozicii

(E�1;�1

0+ E
�2;�2

0+ f) (x) =

xZ
0

K1(�1; �2; �1; �2;x; t)f(t)dt; (3.54)

v kotoro� �dro K1 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K1(�1; �2; �1; �2;x; t) = 2�1+�2�1
x
2��1��2

t
�

�G0;4
4;4

0
@x2
t2

0; 1
2
;

�2

2
; �1

2
+ �2

2

�1
2
+ �1

2
+ �2

2
+ �1

2
; �1 + �1

2
+ �2

2
� �1

2
;

�2

2
+ �2

2
; �1

2
+ �2

2
+ �2

2

1
A :

Dokazatel~stvo. Snaqala my doka�em predstavimost~ superpozicii

dvuh dannyh operatorov v vide (3.54). Dl� �togo my, poka formal~no,

izmenim por�dok integrirovani� i poluqim pervu� qast~ utver�deni�

teoremy - formulu (3.54), gde

K1(�1; �2; �1; �2;x; t) =

xZ
t

�
x
2 � y

2
���1=2

P
�1

�1

�
y

x

��
y
2 � t

2
���2=2

P
�2

�2

 
t

y

!
dy:

(3.55)

Teper~ obosnuem dopustimost~ izmeneni� por�dka integrirovani�. In-

tegral (3.45) nesobstvenny�, podyntegral~na� funkci� imeet dve osobye

toqki: y = 0 i y = x (v posledne� - pri 0 < Re � < 1). Kak obyqno,

ocenim modul~ podyntegral~no� funkcii (3.55):

���x2 � y
2
�����1=2 ���y2 � t

2
�����2=2

�����P�1

�1

�
y

x

�
P
�2

�2

 
t

y

!����� �
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� K(�1; �2)x
��1=2y��2=2(x� y)��1=2(y � t)��2=2:

My vospol~zovalis~ ocenko� dl� funkcii Le�andra na razreze (�1; 1)P�

�
,

naprimer, iz [5]. Togda, vospol~zovavxis~ ocenko� y
��2=2 � t

��2=2 +

x
��2=2; 0 < t < y < x, imeem

xZ
t

�����
�
x
2 � y

2
���1=2

P
�1

�1

�
y

x

��
y
2 � t

2
���2=2

P
�2

�2

 
t

y

!����� dy �

� K(�1; �2)x
��1=2

�
t
��2=2 + x

��2=2
� xZ
t

(x� y)��1=2(y � t)��2=2dy =

= K(�1; �2)x
��1=2

�
t
��2=2 + x

��2=2
�
(x� t)1�

�1
2
��2

2 B

�
1� �1

2
; 1� �2

2

�
;

gde B

�
1� �1

2
; 1� �2

2

�
- beta-funkci�. Takim obrazom, povtorny� inte-

gral shodits� absol�tno pri f 2 S0+ i izmenenie por�dka integrirova-

ni� razrexeno.

Dl� poluqeni� vyra�eni� K1 my primenim preobrazovanie Mellina k

superpozicii (3.54), vospol~zovavxis~ faktorizacie� (3.49) i formulami

dl� preobrazovani� Mellina

M [x�f(x)](s) =M [f(x)](s+ �);

M [f(xp)](s) =
1

jpjM [f(x)]

 
s

p

!
; p 6= 0;

M [I�0+f ](s) =
�(1 � �� s)

�(1 � s)
M [f ](s+ �);

M [I�0+;;�f ](s) =
�
�
1 + � � s



�
�
�
1 + � + � � s



�M [f ](s); Re

 
� � s



!
> �1:

Togda, posledovatel~no primen�� �ti formuly, imeem

M [E�1;�1

0+ E
�2;�2

0+ f ] (s) =M

"�
x

2

��1+1
I
�1+1
0+;2;�1=2I

�(�1+�1)
0+

�
x

2

��2+1
I
�2+1
0+;2;�1=2I

�(�2+�2)
0+ f

#
(s) =

= �

2
4 ��1

2
� s

2
; �1 � s;

�1

2
� �2

2
� 1

2
� s

2
; �1 + �2 � 1� s

1 + �1

2
� s

2
; ��1 � s;

�1

2
+ �2

2
+ 1

2
� s

2
; �1 � �2 � 1� s

3
5�

�2��1��2�2M [f ](s+ 2� �1 � �2):

�to pozvol�et nam predstavit~ iskomu� kompozici� v vide

(E
�1;�1

0+ E
�2;�2

0+ f) (x) = x
2��1��2(Y f)(x); (3.56)

gde Y - nekotory� integral~ny� operator. Togda

M [E
�1;�1

0+ E
�2;�2

0+ f ] (s) =M [x2��1��2(Y f)(x)](s) =M [Y f ](s+ 2 � �1 � �2):
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Oboznaqim � = s+2��1��2. Togda, prived� vse �-funkcii k argumentu
s=2, my imeem

M [Y f ](�) = 2�1+�2�2M [f ](�)�

�

2
4 1 � �2

2
� �

2
;

3
2
� �2

2
� �

2
;

1
2
� �

2
; 1 � �

2
1
2
� �1

2
� �2

2
+ �1

2
� �

2
;

3
2
� �1

2
� �2

2
� �1

2
� �

2
;

3
2
� �2

2
+ �2

2
� �

2
; 1 � �2

2
� �2

2
� �

2

3
5 :

(3.57)

Drob~ iz �-funkci� v (3.57) �vl�ets� obrazom Mellina G-funkcii Me�-

era:

M [Y f ](�) = 2�1+�2�2M [f ](�)�

�M
2
42G0;4

4;4

0
@z2 0; 1

2
;

�2

2
; �1

2
+ �2

2

�1
2
+ �1

2
+ �2

2
+ �1

2
; �1 + �1

2
+ �2

2
� �1

2
;

�2

2
+ �2

2
; �1

2
+ �2

2
+ �2

2

1
A
3
5 (�):

Kak ukazano v [48], pri jzj < 1 funkci� G
0;4
4;4(z) = 0. Togda, po teoreme o

svertke Mellina, i vospol~zovavxis~ predstavleniem (3.56), okonqatel~-

no poluqaem utver�denie teoremy. Izvestno povedenie G-funkcii Me�e-

ra na beskoneqnosti, kak ukazano v [5], pri bol~xih po modul� znaqeni�h

argumenta danna� G-funkci� imeet stepenno� rost, qto garantiruet sho-

dimost~ integrala (3.54) na funkci�h iz S0+.

Teorema 3.11. Pust~ Re �1 < 1; Re �2 < 1; f 2 S0+; x � 0. Togda

spravedliva formula kompozicii

(B
�1;�1

0+ B
�2;�2

0+ f) (x) =

xZ
0

K2(�1; �2; �1; �2;x; t)f(t)dt; (3.58)

v kotoro� �dro K2 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K2(�1; �2; �1; �2;x; t) = 2�1+�2�1
x
2��1��2

t
�

�G0;4
4;4

0
@x2
t2

�2

2
+ �1

2
; �1

2
+ �2

2
� �1

2
;

1
2
+ �2

2
; ��2

2

�1
2
+ �1

2
+ �2

2
; �1 + �1

2
+ �2

2
;

�2

2
; �1

2
+ �2

2

1
A :

Algoritm dokazatel~stva suwestvenno povtor�et tol~ko qto priveden-

ny� v teoreme 3.10. Privedem tol~ko rasqet obraza Mellina kompozicii

operatorov:

M [B�1;�1

0+ B
�2;�2

0+ f ] (s) =M

"
I
2+�1��1
0+ I

�(�1+1)
0+;2;�1+1=2

�
2

x

��1+1
I
2+�2��2
0+ I

�(�2+1)
0+;2;�2+1=2

�
2

x

��2+1
f

#
(s) =

= �

2
4 �1 � �1 � 1� s;

�1

2
+ �1

2
+ 1

2
� s

2
; �1 + �2 � �2 � 2� s;

�1

2
+ �2

2
+ �2

2
� s

2

1� s;
�1

2
� �1

2
� 1

2
� s

2
; �1 � s;

�1

2
+ �2

2
� �2

2
� 1 � s

2

3
5�

�2�1+�2+2M [f ](s+ 2 � �1 � �2);
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otkuda, primeneniem obratnogo preobrazovani� Mellina, poluqaem vy-

ra�enie �dra novogo preobrazovani� qerez G-funkci� Me�era.

Formuly kompozici� dl� operatorov (3.46)-(3.47) poluqa�ts� iz for-

mul (3.54) i (3.58) pri vewestvennyh �; � perehodom k sopr��ennym ope-

ratoram. �ti formuly spravedlivy i pri vseh �; �.

Qastnymi sluqa�mi poluqennyh formul (3.52)-(3.53) �vl��ts� formu-

ly kompozici� dl� operatorov drobnogo integrirovani� Rimana-Liuvill�

i vesovyh operatorov �rde�i-Kobera (sm. [50]):

I
�1

0+I
�2

0+ = I
�1+�2
0+ ;

I
�1

� I
�2

� = I
�1+�2
� ;

I
�(�+1)
0+;2;�+1=2I

�+1
0+;2;�1=2 = I

2�(�+2)�(��)
0+ = I;

I
�+1
�;2;0I

�(�+1)
�;2;�+1 = I;

gde I-ediniqny� operator.

Prostym sledstviem teorem 3.10, 3.11 �vl�ets�

Teorema 3.12. a) Pust~ Re �1 > �1; Re �2 > �1; f 2 S0+; x � 0. Togda

�
x

2

�
�1+1

I
�1+1
0+;2;�1=2

�
x

2

�
�2+1

I
�2+1
0+;2;�1=2f =

xZ
0

K
0
1(�1; �2;x; t)f(t)dt;

v kotoro� �dro K 0
1 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K
0
1(�1; �2;x; t) = 2��1��2�1

x
2+�1+�2

t
�

�G0;2
2;2

0
@x2
t2

1
2
; ��2

2

�1
2
� �2; �1� �1 � �2

2

1
A :

b) Pust~ Re �1 < �1; Re �2 < �1; f 2 S0+; x � 0. Togda

I
�(�1+1)
0+;2;�1+1=2

�
2

x

��1+1
I
�(�2+1)
0+;2;�1+1=2

�
2

x

��2+1
f =

xZ
0

K
0
2(�1; �2;x; t)f(t)dt;

v kotoro� �dro K 0
2 vyra�aets� qerez G-funkci� Me�era

K
0
2(�1; �2;x; t) = 23+�1+�2

x
��1��2�2

t
�

�G0;2
2;2

0
@x2
t2

1
2
� �1

2
+ �2

2
; ��2

2
3
2
+ �1

2
+ �2

2
; 1 + �2

2

1
A :

Dokazatel~stvo. Utver�deni� a) i b) �to� teoremy poluqa�ts� iz

teorem 3.10 i 3.11 pri znaqeni�h parametrov �1 = ��1; �2 = ��2 i �1 =
�1 + 2; �2 = �2 + 2 sootvetstvenno, formul faktorizacii (3.49) i (3.48) i

formuly poni�eni� por�dka G-funkcii Me�era.
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